第 一 章 微分 流 形 


81 微分 流 形 


m ЗЕ Euclid 空间 К” 和 它 的 开 子 集 忆 是 众所周知 的 空间 . 在 这 一 
节 我 们 将 发 现 许 多 复杂 的 空间 是 由 К” 中 的 一 些 开 子 集 拼接 而 成 的 . 

M 是 一 个 Hausdorff 空间 ,对 于 М 内 某 一 点 a, WREE М 内 一 
个 包含 a REU, CHRT RE 内 某 个 开 子 集 U, 即 存在 辐 且 д: 0. 
一 > 上 0 ,我 们 称 М 在 点 a 是 m 维 局 部 Euclid 的. 称 (U.,9.) 为 МС 
a) 的 一 个 坐标 图 . | | 

ЖУ 1.1 MÆ Hausdorff 空间 ,如 果 M 内 任 一 点 都 是 m 维 局 部 
Euclid 的 ， 则 称 M 为 一 个 m 维 流 形 . 

MM 是 一 个 т Р.У (表示 任意 Xa€ MM, 有 一 个 包含 a 的 开 集 

Usp 为 Us 到 R” 的 某 个 开 子 集 上 的 一 А, 称 (U。,9) 为 售 @ 的 一 
个 坐标 图 , 称 U, 为 坐标 邻 域 , 称 负 为 局 部 坐标 映射 ， 所 有 的 U, 之 并 覆 
10 М.т 称 为 流 形 的 维 数 ， 4 7,0,5 28}, pEU, ПШ». ФС) = (ху 
CPs PD ER LD ALIS mM KEERA U pO A p 的 局 部 
坐标 . 类 似 地 有 A= OIA. 于 是 ,我 们 有 一 个 点 的 
局 部 坐标 之 间 的 变换 ， | 

ECP) оа СРЯ ауур) зуе Ср) одд 分 别 
表示 pp WERA. БЭ Ф С, ПС p UNUD [ПЕ] 
对 应 .于 是 可 以 写成 у Ср) =. Сс, Ср), snper: p) 9 (у (2), 
у.) НЕ Р 00, ПО, 中 的 任 一 点 ,所 以 在 上 面 的 表示 式 中 ,一 
般 省 格 р. Еура | . 

Y= бааз он) Оо уы). 


当 p 固定 时 ,如 果 m 个 函数 fi 在 点 (x1Cp),… s Ea DAE C 
的 ,m 个 函数 g 在 点 (yp),… ,ya(p)) 处 也 是 C” 的 , 则 称 坐 标 图 (U7， 
PROMU MER p 是 C”“ 相 关 的 .Y PEUNU, 若 (UG) 和 (CU, , а) 
在 点 pC” 相关 , 则 称 这 两 个 坐标 图 CCH. 4 О, П, = ЕЕ, КАХ 
两 个 坐标 图 С°З Ж. Hausdorff 空间 内 两 个 坐标 图 C" 相关 可 完全 同样 

定义 1 2 i М 8—71 Hausdorff 25 [8], М 上 的 微分 结构 就 是 在 
М 内 的 具有 下 列 性 质 的 一 族 坐 标 图 下 = {Upa EM}: 

(1) ЕКЕЖ О. 覆盖 M, p UDE К" Өл 固定 ?内 的 一 个 开 子 集 . 

《2) F 内 任 两 个 坐标 图 C” 相关. 

(3) 如 MM 内 的 某 个 坐标 图 (U ,gp) 与 F 的 所 有 坐标 图 C” 相关, 则 
(UPDEF, 

显然 ,具有 微分 结构 的 Hausdorff 空间 必定 为 一 个 流 形 .具有 微分 
结构 的 т 维 流 形 称 为 т 维 微分 流 形 . 

如 果 下 只 具有 性 质 (1)、(2), 则 称 下 为 覆盖 М 的 一 族 C~ 举 标 图 . 
ШЖ РАЖ), (DMG) Ж 下 为 最 大 C” 坐 标 图 族 .下 内 每 个 

坐标 图 称 为 可 容许 坐标 图 ,简称 微分 流 形 )M 内 坐标 图 . 

”定理 1 设 M 是 一 个 Hausdorff 空间 ,F 为 覆盖 M 的 一 族 C” 坐 
标 图 , 则 下 唯一 确定 一 个 包含 本身 的 最 大 C” 坐 标 图 族 . 

”证 明 记 计 内 与 F 的 所 有 坐标 图 C™ 相 关 的 一 切 坐 标 图 族 为 天 *. 
BR ЕСЕ". 下面 证 明 F REER), (DAG). 由 于 下 CR" ,F" 内 
坐标 邻 域 全 体 覆 盖 M, 则 有 (1). 在 户 "内 任 取 两 个 坐标 图 (U。,g.),(U,， 
p) WMR UNU =D, WERAMERA C~ 相 关 . Д UNUAN р. 
EU 人 NV; 则 由 于 具有 性 质 (1) ,存在 F 内 坐标 图 (V ,y) ,pEV, U., 
免 ) 与 (7 DEA p CHAR Unm V DER p h CEA. h C 
相关 的 定义 容易 知道 , (U0,@) 与 (U,g) 在 点 p 是 C” 相 关 的 (利用 С” 
KA СКИЈЕ С РАЖ ЕД). НР 的 任意 性 ,因此 ,F* 具 
有 性 质 (2). 如 果 ( 人 ,网 是 与 已 "的 所 有 坐标 图 C” 相 关 的 一 个 坐标 图 ， 
则 由 CF' 知 ,C0,D) 与 的 所 有 坐标 图 C~ 相 关 , 好 (UP)EF*,F* 
RAER). 


„2+, 


如 果 另 有 一 个 也 是 包含 的 具有 性 质 (1)、(2) 和 (3) 的 С” ЖЕЎЕ 
图 族 ,那么 下 内 的 任 一 坐标 图 必 与 内 任 一 坐标 图 C" 相 关 . 则 FC 
Е" .对 于 已 "内 的 任 一 坐标 图 ,类 似 前 面 可 证 : 它 必 与 下 内 任 一 坐标 图 
C~ 相 关 , 所 以 有 下 =F*. 

例如 ,在 nn Ж Euclid HE R т, СА", х= Cass) EAL 
部 坐标 映射 gq 为 恒 等 映射 , 邑 рб) = ar) РЕСЕ", ORENA 
R' 的 C" 坐 标 图 ,由 定理 1, 可 确定 А 为 一 个 维 微分 流 形 。 

又 如 ,R" 的 任何 开 子 集 N 是 一 个 я 维 微分 流 形 . 利用 上 例 中 恒 等 
映射 PUN OREKA N 的 一 个 C" 坐 标 图 . 

下 面 我 们 再 举 一 些微 分 流 形 的 例子 | 

例 1 GL КЖ пхп рза ВЕ у ЖВНЕ 
群 . 证 明 GL(n,R) 是 一 个 n 维 微分 流 形 .。 

证 明 因为 在 矩阵 乘法 下 ,GL(n,R) 的 确 是 一 个 群 . 用 М. 表示 
Хп KERE, Y AE M,, 其 中 


ĉi sss а\„ 
az а, 
А == [4 
weoveve 
Bal Bas 


A фСА) = (аз НЕА Ч 9 9 Е НЫ tam) 多 这 里 an ІХ. Р 
Ep М, A) К" 上 的 一 个 1 一 1 对 应 . 在 М, БААРЬ. М, 的 一 个 集 
合 辽 称 为 开 集 , 当 且 仅 当 KUE R 内 的 一 个 开 集 . 于 是 е 为 М, 到 
К" 上 的 一 个 同 胚 . (M.,9) 就 是 覆盖 M, 的 一 个 C“ 坐 标 图 . м, 是 一 个 
п 维 的 微分 流 形 . 以 后 我 们 经 常 讲 М. 等 同 于 R" ,就 是 指 在 上 述 意义 
下 两 者 的 关系 . 求 行列 式 值 的 运算 det: М. 一 > 只 是 一 个 连续 映射 , 易 
知 GL(n,R)=M,—det™! (0) ,GL(n, R) Æ M. 的 一 个 开 子 集 . (GL, 


R). QARA E СІ (п ;R) 的 一 个 С° 9 因此 ,GL(n ;及 ) 是 一 个 п? 
维 微分 流 形 . i | 


例 2 4 维 球面 5S"=1 Cai am ER 501), 证 明 5° 是 
一 个 * 维 微分 流 形 . 

证 明 令 p=(0,-…,0,1) 是 北极 ,q 一 (0,…,0, 一 1) 是 南极 . 开 集 
Ор) 5" (р О 494) = 5" (4) 5°. ТЕЕ ХИЙН еу, 
使 得 (UCp) AMU) ,加 ) 是 覆盖 S ЛУ САЦ. 映射 ?和 乡 由 
球 极 平面 投影 确定 . | 

Y aEU(p), 记 4 是 由 点 p 和 a 确定 的 直线 ,x 是 К" х... == 
ано оно вр 


алы RA nla) = (2.2.50), 这 里 n= Оі). Ф р 
(а) = (rz) = е сн Тағ 2). #008 R 上 的 一 个 


同 8. 因为 如 果 (а,ә) 已 知 ， 则 由 计算 可 得 а = 


У!22—1 
зз “бс ыз „ш: E у 
1 十 > 好 1+ >а? 1 十 之 /可 +2 
i=) i=l ёт 
——» К", (ба, sa 7) = (у, У.) 这 里 y= тга WRO» t; 
кы. 


2Y1 A Е] 
14 зы Ё + Èa 1+ Уи 
is] 


_(дф=5"—({р}{){4}).\у] EUNT а) ба) ба, r Za) pla) = 


w) Е #1, 0 a= ОПО 


э,” esn). 而 y= an Ta l— a, 2 т 
gy Е С°, TE S 是 一 个 "rn 维 微分 流 形 . 
下 面 的 例 于 是 有 趣 的 . 


在 Rr" 一 {0}( 这 里 ,0 表示 R" 内 的 原点 ) 上 ， 定义 点 与 点 之 间 的 
一 个 关系 “~”,x~y 当 且 仅 当 存 在 非 零 的 实数 z, 满 足 y=izx. 用 分 量 


4+ 


表示 , 记 z= (л, эл. у Суто) «Ц ургу, АБ 
价 关 系 . 记 工 的 等 价 类 为 [x], 或 记 为 《zi，… о). 把 每 个 等 价 类 作 
为 一 点 , 记 等 价 类 的 金 体 为 P.CR), 称 P,CR) 为 = 维 实 射影 空间 . 则 有 
一 个 自然 映射 x; К — {0}——=Р,(®Ё),х(хту әх) = [Саан es 

za) l. Р.К) БАЗЗ, U’ CP ORRE, ВАУ т. 
O (UOR RY — (0) ЖЭР. 因而 л 是 连续 的 , 且 я оту) = U 


—{40@) 


U, ЭХО tU = (Седан іда) Сосед) EU} R- {0} 表示 非 零 实 
Жр Ж.Н U REFU 可知; 当 U 是 К” -一 {10} 内 的 一 开 集 时 ,x 
(ОЗЕ, ООН. В r дЗ. 由 此 可 以 直接 证 明 
P.(R) Æ Hausdorff 空间 ,这 个 证 明 留 给 读者 . 

令 UU,= {Cr srt) EP,(R) |, +0), іа +1, ТО. 


是 P,(R) 内 的 开 集 ， P, (R = Uv. EY ha: 7. ——> R" „А. Сх» * ta 


Ф«-.\ Taji E 


ж.412 = зе, т, a Р 9 Zu), 显然 ， ho 是 有 确定 意义 的 . 定义 


h? т UDR" ha (x ТА „ыз = | Ti „е Taki ‚= ‚+1 ‚ 


AA 是 连续 的 开瑞 射 .从 二 5 шу=ы -t (CD 和 haU" )=h, хб! 
UTD = UES AR she ЕНЕВ, ХА. 5 1 一 1 的 ,所 
以 及:D。 一 >A(U7。) 是 -一 个 同 胚 . AE (Л, AdE PCR) 内 的 一 个 坐标 
图 , | | 

如 果 UDU ØY ке EU。N Ug,xare 隆 0, 不 妨 设 @ 
283. 于 是 我 们 有 局 部 坐标 变换 : 


= a Tı Xg-1 Egri Жа+1 
(zi 和 | 
Ев Tp Te Ta 


АА}! тү epee т 
- +1 zil А 。 
== 人 == (у{ "у, э. 
Xo Ta Т,» Te 


* хг s 2, „ да Г 1 = 
хх = т А. == 一 一 ..а Е ~ == х. == 
显然 ,yi ў -( 注 意 Жа-1 ›, ? Ув-1 г Уя р » VRHI 


, Ут = 25, Т, уг (1<і<ал) 是 


ы „жы * 
Xo-i Xa-l жу, 二 一 1 


РЕ 


2 A С РА. 类 似 地 ,rr 也 是 у" ,…,y* 的 C 函数 ,(U,h,) 
HU eh fE CHR H. КҮРД, {ЧОЛ Kant И P, ROR 
一 族 CoRR, h ЕИ AP RORA п 维 微分 流 形 . 

例 3 ЕК БАЕ КС Сх). 集合 М (Са, 
eeey Eat ER fT) 0). WR М PETA, НУ fes 


2941) EM, LAKIK HDE at ) 处 不 全 为 零 , 则 M 是 一 个 п 
维 微分 流 形 . 
证 明 令 U,={(z Xun) ERT] 


Sma "Жаха Шоу {], 是 
КРИ. 易 得 UU С.м) = м. М 作为 R"*! 内 的 子 空间 ,是 一 个 
Hausdorff ZEU: NM 是 М 内 的 开 集 . 下面 对 于 非 空 的 U; 门 MM 构造 
坐标 图 ， 

М = (ай, ай) ЄЛ, М.Ш ЛГ а ЖЕ. МЕР РС, 
T) =0 ВАТЕ ЕЕ. — EA КР ЕА x" 的 开 集 
У A eriat t aa W R 的 开 集 V" ,使 得 在 VY" 上 ， 
H х= glat Eita tn) 59 ВУ" БВ) Ср, Н 27 = 
(тї, sr) ВР ЕУПС ЛМ 上 ,点 可 以 写成 (x1， 
T+); 由 此 构造 出 坐标 
(УПО, NM Я.У Cr Tt УПО ПМ, С, е) = 
Crist б эж). ЯЯЯ 是 到 А" 内 的 一 个 1 一 1 的、 连续 的 
Ж. Ша УПО ПМЯ # УПО, ПМ) Ев 1. 因此 ,对 
FY z EL 有 21, 我 位 有 了 МА х° 的 开 集 VNMUiNM 和 相应 
的 坐标 图 (V 站 UN 门 M,4). ЖУПУ ПМ, эо По, Ом, P) E 
C” 相 关 的 . 对 于 不 同 的 1,3, 5 СЖ СУПОМ ПОПЕ, ПМ 
£ BREZ EAH E E S Ctt) WE g (2) = (дз, 
ia 一 全 人) 一 (Cr 
Жуз Жуу» Tt ужу Со оозун). зб) ЯКЕ С в 


数 . 则 局 部 坐标 有 变换 关系 Н (2; рур рр" Жа 1) кын 


-6- 


Criata Zis әллә, Zt1) ;从 Gg 都 是 C” 函数 可 知 ,两 坐标 
Ж О(УГҮЛ,ГҮМ,# ЮЖ (ОУ Г,Г М. ›5& С° ЭЕ. Н.М л 
维 微分 流 形 . 

例如 ,R: 内 环 面 
T= (х,у) ЄК | (х,у, (мау а) 22—20}, 

这 里 常数 a>r>0. 由 计算 可 得 在 环 面世 上 任 一 点 处 ,下 ?十 { 总] 二 
af a4 af af af а _ Ал 
2077—4720, ни, жЕ Т Е{Е— Же ЖЕ, МИТ 是 

一 个 二 维 微分 流 形 . 


Ti sas Tin 
LM, SLin, R)={AEM,|detA=1}. 5 A=| eee 
+„\ Fnr 
Ti tee Tn f 
` ғ а 
记 fE Xirs s Eyma" Ens Em) = patsas 一 1, 则 -= 4ш», 


这 里 4, 是 4 的 行列 式 的 第 ; 行 .第 у 列 的 代数 余子 式 . HFE SLO, 


КЕНЕ iE аул, 4 不 可 能 同时 为 零 , 所 以 ， 
SLin, R) -A nl 维 微分 流 形 , Е SL(n,R) 为 实 单 横 群 . 

例 4 设 MM 与 NN 分别 是 mm 维 与 n 维 的 两 个 微分 流 形 ,; 我 们 能 够 
作出 它们 的 拓扑 积 MXN ,这 就 是 由 点 偶 C(p,y) 的 全 体 组 成 的 集合 ,这 
里 p€EM,gEN. MXN 的 拓扑 是 用 集合 UXV 作为 基 来 生成 的 ,此 处 
U,V 分别 是 M,N 的 任 一 开 集 .证 明 : 有 -一 种 很 自然 的 方式 , 研 定 义 М 
xN 为 一 个 微分 流 形 ， | 

证 明 Y (2,4) МХМ, ЯК po€ М, ЄМ. hF M 是 微分 流 
形 , 则 有 含 po 的 坐标 图 (U ,9). НК, МАЕ Е ge 的 坐标 图 (7 g). 定 
X MXN ё (роф) МИО ХУ, рх у), У pD EUXV, pX 
(р .9) = (р) pg) PAPU ХУ) = ФТ) х ОУ) БЫ Вр 
ТФ, рх а ЗАН. ШТ РАР ХУ px DAU ху”, 
Ф хф"), ОХУ ПС" ХУ" 5 07, ECR RARER ИЕ Ag) e 

. 7 


Хф(ф,д)=С(ф\р),фОд)).,.ф' Xp pq = (р), ф"' (4)). (О.ф) 6 
(U 9) 是 C“ 相 关 的 ,(Y ,和 与 (V ,y') 也 是 C“ 相 关 的 ,然而 MKzp) 与 
P (9) 65 ,ф' рУ Ы ФС) А, ШОХУ, px ФС" ХУ", х 
СУЙЕ C“ 相 关 的 .所 以 ,MXN 是 一 个 m 十 n 维 的 微分 流 形 ， 

例如 ,圆周 S:! 是 一 个 一 维 微分 流 形 , 则 1"=S'X…XS'tn 个 ) 是 n _ 
维 微分 流 形 , 称 为 x 维 环 面 . х, RXS AaS респ — Ш л ЖЕ 
微分 流 形 , 称 为 n 维 超 柱 面 . 


52 切 空 间 和 余 切 空间 


мМ ЯНЕ WOM 为 一 个 非 空 开 集 ,如 果 f:W 一 一 
к 是 -个 连续 映射 , 则 称 了 为 W 上 的 一 个 连 绪 函数 . 对 于 WW 内 全 点 
ран po 的 坐标 图 (Ui о) У PEWNU Ср С р 


WE Др oW NU D RSE A m 元 连续 函数 .用 /yp 
EE / 进行 各 种 运算 ,是 比较 方便 的 . 如 果 Лр 在 点 ppo C K, И 
称 函 数 了 在 点 po 是 C" 的 ,这 个 定义 与 可 容许 坐标 图 的 选择 无 关 . 我 们 
将 在 包含 点 po 的 小 邻 域内 有 定义 县 在 点 po。C" 的 函数 的 全 体 记 为 C” 
Cpa). | | 
定义 1.3 MM 是 一 个 m ОИЕ. ро 为 M 内 一 点 , 称 C” Ср) 8] 
R 内 的 映射 工 是 在 点 po 的 一 个 切 向 量 , 当 且 仅 当 
(1) У /.9ЄС° (р), a BER, Laf +p = aL] + PL REHE 
质 ). | | 
C2) Y FECE С) SLF. gp) +F (po) ,* Lglleibniz 法 
则 ). | 

定理 2 M 是 一 个 m 维 微分 流 形 ,po 是 M 内 任意 一 点 , 则 所 有 在 
点 po 的 切 向 量 组 成 一 个 实 m 维 的 线性 空间 . | 

证 明 所 有 在 点 ро ВЧЕНА Т, СМ, ЕВ Т„ СМ 
实 线性 空间 . 

Y Lis LET pM) Y /,9ЄС° DMV a, BER, Lait Ld (+ 

Rs" 


89) = 1а / + 89) +L: (а 89) ==а1„ S+ 81.9+01.7+ 81,91, + 
Lf HEL +І.)9, BI 1, +1, 满足 线性 性 质 . 

«1. +1) 6) = Гл С) HLDS Lf * СР +С рь) Ligt 
Laf + Ср Со) * Lg= 1, БІЎ * gpo) ро), 1,09, F 
是 工 十 L; 满足 Leibniz 法 则 ,因此 有 L +L:€E TM). 

V YER, 有 (YL) (аў4-В9) = У.а +B9)]=7(aL 7+ 81,9) =а 
ОТУ +ВОТ)9. 

ОТ.) I fF: OODE ай OLIS + glpo) + / Ср) 

* Lig 
所 以 ОЕ УГЕ EAESN. 

YLET,《M), 对 于 任何 常数 CEC™(po) ,有 

LC=CL1=CL0 + 1)=C[Li* 1+1 11]=2CL1=21C, 
所 以 LC=0. 

У FECH) UPER po М 内 坐标 图 ,这 里 假定 U0) 为 R” 
内 的 一 个 目 集 ,这 可 由 适当 缩小 U ER. iE рро) = (ай, ж, g 
Є0,а po 记 Yq) 一 (zx? era Y. M ERBE pU AEH OM p 
(а). GFOS aL Aart eta tH Aera) HRE 
Є[0,11,4 很 接近 рот 元 函数 Ур 确实 有 意义 而 且 可 微分 显然 


ваз) [а | Da i КЕТЕ 2294 


„Уа-а f j оц 


RE, netet Aari. Н EFEO = FON FO=f l) HEA S 
(po) 是 常数 ,g 在 p, 邻近 变化 ,对 上 面 等 式 两 端 作 用 工 , 再 利用 beibniz 
法 则 ,可 得 


—Lf =— Ўша | afg AE Dy, уй 


一 一 人 rr ар KE „СЭ РАИ 


当然 ,在 上 式 内 也 可 用 并 К. 为 了 简便 ,在 固定 的 坐标 图 (U p 


“0+ 


内 ,我 们 引入 | 
2 (рё), У ЄС) Ср СЕ amaro 


利用 了 是 任意 函数 ,有 == 和 Lz (рь). 2.р 
从 公式 (2. DORNAN T, СМ НЕНА Ж L 是 起 -prs 


如 (po) 的 一 个 线性 组 合 . ПРЕ SKM) 和 (po) 的 确 是 Т 
пш 个 切 向 量 ,因为 线性 性 质 和 Leibniz 法 则 是 容易 直接 验证 
的 .又 如 果 有 入 ER, 使 得 和 入 这 (po) 一 0, 由 于 局 部 坐标 zpE С” 


(po), 则 0 一 之 0 э (р(х = 一 ,所 以 也 (ра), ээ (po) 是 线性 独 
THT, MEE т 维 线性 空间 . 

在 微分 流 形 М 的 每 一 点 户 取 一 个 切 向 量 z,, 这 些 切 向 量 的 集合 
称 为 在 M 上 的 一 个 切 向 量 场 Х. шахам 上 的 一 个 切 向 量 场 ,(U， 
DH М 内 的 某 个 坐标 图 ,C" (7) 表 示 芝 上 C~ 画 数 的 全 体 , 这 里 一 个 函 
RATC (7), 即 表示 在 辟 上 任 一 点 处 ,这 个 函数 在 这 点 是 C 的 .Y f 
ЄС"), pEU, S Хр) = Х,ГЄ Е, XEU), W X E 
U LEC'H. 如 果 上 0 为 MM 内 任 一 坐标 令 域 ,而 义 在 U Б Се, - 
称 工 是 上 的 一 个 C” 切 向 量 场 . 

设 M 与 N 分 别 是 m 维和 n 维 的 两 个 微分 流 形 ,F 为 M 到 NN 内 的 
ФЕВ. У рм, О, ро М 内 的 一 个 可 容许 坐标 图 ， 
VDAN AE 已 Cbo) 的 某 个 可 容许 坐标 图 ,适当 缩小 忌 , 使 得 FCU) 
СУ. 如 果 ФЕР !:ФО )—>фСУЗ ТЕШ. фро) Ж СҢ, ШК Е 3 С 
射 如 果 只 对 某 点 po,gFy E (ро) С°), Ж Е ES po 是 C 的 . 
СОНИ Еа ДЕСИ E, у= (шә 
En) IKa) F СЕЙ n ВЯ А.С, rn) СЗ. 
H мек, РС". Б Е ELERIA E MAN 内 


* 10+ 


的 一 个 CC” 映射 ,由 下 式 定义 T,CM) 上 的 一 个 映射 dF (或 写成 d 严 ,): 
Y ЄС" (ЕСУ), XK,ET MY dF (RX) = ХР). 
O E’ dP 是 T,(MD) 到 TermCV) 内 的 一 个 线性 映射 . 
证 明 ”首先 要 证 明 :dF(X,)ETroCN). 
Y apER,Y /,дЄС°“(Е(р)), ` 
ЧЕСХ)Хе/+Вд)=Х,„[Ке/-+@фЕ]=Х„(«/Е-+Й8Е)=аХ„С/Е) 
+8X, (gF) =ad F(X /-+ЙЁ4ЕС‹Х „эд, 
所 以 ,dF(X,) 具 有 线性 性 质 . 其 次 ,由 于 
dF (X,) GD =X, L LUDFI=X, LSE (GF) ]=Х„С/Е) + gF Cp)+ 
ХЕС) + KX,gF)=dF (Xf * YEHE) + ДЕСХ,)д. 
H A AF (X NE Leibniz 法 则 ,所 以 dF(X,)ETrwop(N). 
下 面 证 明 dF 是 线性 映射 | 
Уа, ЄР, У X, YET, (M), dF (aX, + ВҮ,) = (aX, + BY,) 
(АЕ) =аХ, (ЕУ + ВҮ„С ДЕ) =адЕСХ„) /+В4ЕСҮ„)/, 
由 于 ff 是 C™(F(p)) 内 任意 函数 , 则 有 dF (aX, 二 BY,) = аЕ(Х,) + 
BdF(Y,). | В 
上 面 的 dF 可 用 局 部 坐标 来 表示 . 5 


ўсе = э Ф) sdF (zp)f = Za асю) Жл; Ср" 


ФЕф а а ay SE ТИИС еж» 
换 句 话 讲 , 我 们 有 

арх, 2,204 уг lroga (ЕСЭ). (2.2) 
实际 上 ,这 里 切 向 量 的 概念 是 曲面 切 向 量 的 推广 . 

例如 , 开 集 UCR’,U 内 局 部 Euclid HRH u DER, X: U 一 > 
В? 是 一 个 C“ 喘 射 , 于 是 ,有 曲面 

Х(и,0)= РИИ 

利用 上 述 公 式 ， SN pEU, 


kz, 2 
ах у= 21, 2. а X++ KEDHI g KV- 


AE 
* 1] • 


为 了 简便 起 见 , 将 交 (X (z)) 等 同 于 R 内 xz 轴 单 位 正 向 量 (1,0,0) ,将 


加 (Xp)) 等 同 于 R 内 у 办 的 单位 正 向 量 (0,1,0) СХ Cp)) 等 同 
Т К? = оаа 0,1) ,于 是 


д д 
ах. 2 ру) = (8 EAN |, Б х |. 
类 似 地 ， 有 
Әх ах 
ан |,» эр1”! = ру 1” 


mz, 和 经 Эр” Ө ЖИШШ КТЕ ХОРЬКА НЕНЫ Е. 
| 若 M， ушен йау ни зин: 
F: Æ N 到 G AKH CORA, N FFF, ЖОМ ®|С 内 的 一 个 C 映射 . 
YX,ET,M),Y JEC (EG). E | 

АСЕ, Е AXD ХОРЕ] Х,ГСЛЕ,)Е,1=дЁ,СХ„) СЕ) 

=dF;[dF, (X, )]f. 
ВРХ, 的 任意 性 ,我 们 有 i 
d(F,F )=4F;AdF. (2. 3) 
定义 1.4 M 是 一 个 mm 维 微分 流 形 ， ҮРЄМ,#Т, ,《M) 上 实 线性 
ЩЙ Ж Ж m 维 线性 空间 为 在 点 р 的 余 切 空间 , 记 为 TT; СМ). 

下 面 我 们 取 定 一 个 含 p 的 可 容许 坐标 图 (0,g)， 

Y FECH) EX Df:T,(M)—R,Y XET,M), DIX) = 
Х,У. REE DI 是 TT, CM) 上 的 一 个 线性 函数 , 即 DfET? (M). 有 时 
IRBA p5 Df ADON,- _ 

特别 地 ,对 局 部 坐标 zgEC™~(p), 由 于 


9 2 д _ | 
Dar Са 0000 з, Ср) (л = Сере 60] |р = Âj 
从 线性 代数 知识 可 以 知道 ,Dizi 赔 ,DCzn 了 是 了; (UM) 的 一 组 基 . 


= А | 
当 X= an OR 


DEX D= DAES 


• 12" 


Еул ga Ka) 


|sen 


Е: afe аз 


j= 1 


nn DDN у Cp)) 


-5 2 сз e DOER 


j=ì 


由 XX; 的 任意 性 ,可 得 


S afo (a 
Df 51 He D [nnD Cz) 


а n бду. 
如 果 我 们 分 别 将 /与 ел, 与 zp 等 同 起 来 , 则 上 式 可 写 为 。 


Df= > ёра, | (2.5) 


这 里 并 |, аат ол, Ат зе DD 就 可 用 普 道 微分 dR. 所 


以 我 们 讲 : CARRETE 一 点 的 微分 就 是 在 这 点 的 切 空间 上 的 线性 函数 . 
在 本 节 中 ,车 我 们 把 C”" 全 部 换 成 Cr 之 2), 则 一 切 结论 部 成 立 . 以 
后 讲 到 微分 流 形 内 的 坐标 图 都 是 指 可 容许 坐标 图 . 


$3 F й Ж 


设 凡是 一 个 т 维 微 分 流 形 ,N 是 一 个 维 微分 流 形 , 在 本 节 中 ， 
我 们 要 求 mn. ЕЕ МА 六 内 的 一 个 C7 上 映射 ,Y pE M,CU ,9) 和 
(V ,yg) 是 各 自 含 Pp 和 FC(p) 的 坐标 图 ,和 且 满足 FCU)CV, 则 我 们 知道 ; 
在 局 部 坐标 下 ,对 于 映射 玉 有 一 个 相应 的 表达 形式 ,就 是 F' =yFy 1!: 
ФОТ) Фф (у ) Е” (ғ; еу (У, Ст, А cr ее» ‚Г, Сх) т sEm) 
把 产 在 Xp) 的 Jacobi 年 阵 | SE) сост SER MRE ВЫЕ F HE p 
的 秩 , 显 然 ,这 秩 的 定义 与 坐标 图 的 选择 无 关 . 
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定义 1.5 МЯ МАН т п EDADE. F Æ M H М 
内 的 一 个 C” 映射， 

(1) 如 果 映 射 下 的 秩 处 处 为 芭 , 则 称 F 为 一 个 淄 入 , 称 FCM) 为 N 
ARATA. 

(2) 如 果 玉 是 1 一 1 ВВА, REF ATRA. EFM) LR 
予 拓扑 和 微分 结构 ,使 得 F УВА ЕКЕ С. ШЕ ЕСМ) N 
内 嵌入 子 流 形 , 称 F 是 MM 到 FCM) 的 微分 同 胚 ,也 称 МОК ИШЕТ EF. 
(M). 

(3) 如 果 FANDEN ARATE, MEF Æ MA 六 的 子 空 间 
RM) 的 一 个 同 胚 , 则 称 尺 为 一 个 正则 嵌入 , 称 忆 CM) 为 一 个 正则 嵌入 
子 流 形 . 

从 定义 知道 ,N РИК А-ТИ Ж FCM) 具 有 双重 拓扑 ,一 个 是 由 与 
M 微分 阿 胚 导出 的 拓扑 , 另 一 个 是 由 于 FCM) 作为 入 的 子 空 间 所 具有 
的 拓扑 . 这 两 者 之 间 的 关系 如 何 呢 ? 因为 连续 ,如 果品 为 NN 内 任 一 
FRF UE М 内 开 集 , 则 由 于 从 集合 的 观点 看 (F710)) 070 
FM) ,那么 下 FOOD) 应 为 嵌入 子 流 形 FCM) 的 一 个 开 集 ,所 以 UN 
FIM ERA THE FLAM) 的 开 集 . 这 样 ,我 们 可 以 讲 : 子 空间 FCM) 的 
开 集 一 定 是 嵌入 子 流 形 FOUM) 的 开 集 . 显然 , 当 髓 入 子 流 形 的 开 集 一 定 
是 子 空 间 的 开 集 时 , 顽 入 子 流 形 就 是 正则 嵌入 子 流 形 . 

WMR п= т +1, ДИКАТ ОУК А Н НТ ЕДНА F RE 
称 为 正则 嵌入 超 曲 面 . РОТАРУ 0. 

例 1 证 明 ; $1 例 3 中 的 台 是 R"'' 内 一 个 正则 嵌入 超 曲面 . 

证 明 EREM id: M ——R" id 显然 是 1 一 1 的 .YY Є М.х 
= (Piatt En D ЄК, S 1 З, ЕНА а й 
КОЛГО; М.Д), a= (Cri oa) TE d 导出 
Жу А 27 A ВВЕ [ДЕ idg: (дуоро) (лу, 
99667.31). AE nG aTa Ta). dE BRE СЮ 
射 , 且 这 映射 的 Jacobi 矩阵 的 秩 显 然 为 a. 由 于 idCM)==M ,从 $1 例 3 
可 知 , 微 分 流 形 М 上 的 拓扑 就 是 М 作为 К-Э h М 是 
民 内 一 个 正则 嵌入 超 曲 面 . 
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例 2 F:R—T (R 的 环 面 ),F(t) 一 ((a 十 rcosat)cosBt, (a 十 
rcosat)sinBtsrsinat) ,这 里 a, f 是 非 零 常数 ,常数 ar>. RKE: 

O) 下 是 一 个 浸入 , 如 果 万 是 有 理 数 , 则 斑 不 是 1- 的 LES 
无 理 数 , 则 下 (R) 是 一 个 嵌入 子 流 形 . 

D 当 吨 是 无 理 数 时 ,F(R) 不 是 一 个 正则 嵌入 子 流 形 . 

证 明 4) 从 下 的 定义 知道 是 C” 映 射 . 由 于 

dF) 


аА ( —rasinatcos t — (а -тсоѕаг) PsinBt, —rasinatsinBt+ Са 


| ғсоѕаг) Всоѕ Ве ,racosat), 


向 量 量 < 呈 的 前 两 个 坐标 的 平方 和 是 r2a2sin2at 十 有 (Ca 十 rcosat)2 0 所 
MEO HREAN 1, 严 是 一 个 浸入 . 如 果 委 是 有 理 数 , 则 有 两 个 非 零 


整数 ma 使 得 号 一 至 ,然而 由 Е їйє Ж. ЖЖ ДИЛЕК, ЖЕ ЗАСВ) 
周期 性 可 知 ， 


ка+""*у=ки). 


所 以 ,F 不 是 1—1 的 . 

如 果 手 是 无 理 数 , 且 已 知 FU=F U) ,从 玉 的 定义 可 见 : 

BC — t) =k alt — td = 2k lkk EZ, Z 是 整数 全 体 构成 的 
加 法 群 ). 

当 nr, g ERAB, ERER I EREN. ЮЖ, RHE к=, 
F 3 1—1 的 ,F(R) 是 一 个 嵌入 子 流 形 . 

(2) 用 反 证 法 . Ш РОК) ПЕШКА ТИЖ. ЕСКЕ T 
HTELA F: RFR). E FR) LER- ABUA, A 
H RIR A E e. 由 于 万 是 无 理 数 ,所 以 一 定 有 Pag EZ, 
Н 4.220,## 


012—225. 
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当 поо, |р, | ,9, 都 趋 于 co( 见 华罗庚 的 《高 等 数学 引 论 》 第 一 卷 第 
一 分 册 P26 一 28). 于 是 | | 


2ле 2 
O< 17-9. — |<» 
<] В 9. — 27р ГЕ а 


Stn =t +a , Ret = Bto tH 274, sdin = ata F "ы поо 5 ГА — o | 


一 co, 但 аг, , pt, 的 正弦 ,余弦 分 别 趋 于 或 等 于 ал, б, 的 正弦 .余弦 ,于 


是 ,有 一 (z) 一 > 严 (zo), 产 生 了 矛盾, 从 而 得 证 . 

定义 1.6 称 一 个 工 维 微分 流 形 № 的 子 空间 MAA т 维 子 流 形 
HEE (nn) MRY jEWM, 在 入 内 有 一 含 志 的 坐标 图 (UU ,9) ,使 得 

(>) gp)= 0," ,0). 

(2) PUS {san | MELLE KeS) 

(3) ФОМ) = {CTit Em0 0)| 一 eri<e KiS}. 

REY Є ГМ, ф(9) = (туо, 00). Ф Ф.П МК" р 
(9) = Саз, эл), ADAH ОЛГИМ, OÈ N 的 子 空 间 М р 的 一 
个 坐标 图 ,在 这 样 的 坐标 图 族 下 ,MM 是 一 个 m ОЈ, Е М У М 
的 m 维 正 则 子 流 形 . 

定理 4 正则 嵌入 子 流 形 一 定 是 正则 子 流 形 ， 

证 明 Р. М-М 是 一 个 正则 栋 入 ,是 正则 嵌入 子 流 形 FM) 
上 的 任 一 点 , 则 有 М 内 唯一 一 点 9, 满足 р РС). 507 ,是 NN 内 含 
Р 的 一 个 坐标 图 ,其 局 部 坐标 是 Gy,…,y,) ,可 假定 у. (р) =0(1< ас 
п). 又 人 Y ,多 是 M 内 含 g 的 一 个 坐标 图 ,满足 FF(V)CU ,局 部 坐标 是 
(Eist sa) Н. х;(ч) =0(1<т<=т). 下 在 局 部 坐标 下 导出 映射 
PE altr Ea) fmf ) В ФЕу A 
к^ 的 原点 映射 为 R" 的 原点 . 由 于 F ВАКА т, ВРЕ E) 在 点 
(gq) 处 的 秩 为 т. у= ў. Слз) A KaKa). ЖЯ т хт 行列 
RIL єн ФО EREA q HERV CV MA p NF 


集 UCU, (у-у y ERU NEMDE 9 х= gly 
。16 。 ， | : 


мз, (хл, ,zm)EYy(V'),9 是 C" 的 , 且 满 足 0 一 gy(0,…,0), 在 9 
(Ur" NFCOM)) 上 , 邻 
ELEG yn) (Оі тә), 
T A E КЕ шый, 


POE "PW p) = {Са внз) | ELLE lan}. 特别 
фр) = 0, ,0), 
Ур’ Є, ПЕМ), plp) = (х, ,zn 0 ,0). 
ШР ЕСМ›УҢЖ т ЕТИ ЕЛЖ, p Ср") = (о ное), ДПЕ 
RATRE FMH АНТА БИ СМ, ПЕСМИ ,ф* ) 一 定 是 正则 子 流 
Ж FCM) 的 可 容许 坐标 图 , 


J Ж 


l p 是 mx 维 微分 流 形 M 内 的 一 点 , (由 是 含 请 的 某 个 坐标 图 . 已 知 有 一 个 
线性 上 映射; ССр): 

(1) Ll=0; 

(2) 对 于 适合 йору з) оО m C7 
(p) 中 的 f, 有 17= 0. 

ЖЕ: 为 点 户 的 一 个 切 向 重 . 

2. Е 为 к] R”" 的 一 个 C RH, Ех, ter sEm) = Tati’ te Er TTE t 5 
—х.).Ч РЄК“, 

DR 4Е‹-®- (ру) (1<а< 2л). 

(2) dF ЖТ, RORA Tro RO БИ 1 Е? 


Я rtl 
3. Н = КЄ qens 51-1016 P:R} | 之 aiz 一 9 ;这 里 а» "sax+t1 是 不 全 为 零 的 
已 知 实数 ,求证 :HH 是 实 射影 空间 请 (CR 的 x 一 1 维 正 则 嵌入 超 曲面 . 


"+1 


1 求证， ROARED TTE ҮҮТ ээл, КЗ п ПЕЙ 
КАЛАШ. 这 里 а, еа ,是 已 知 非 零 实数 . | l 
i 17" 


5. ВЯ Е; (1yo JR, FU) (eos2nt, sin2nt), 
MFO oE К 内 何 种 子 流 形 { 唐 入 .地 入 .正则 缸 入 之 一 ) 


„18, 


ж-е ж 扑 群 


$1 拓 th 群 


ЕМ 2.1 | 若 集 合 С 是 一 个 群 , 又 是 一 个 Hausdorff 空间 , 且 映 射 
F:GXG —6.Е(х,у) =ху EEZ , Ш С 是 一 个 拓扑 群 , . 

因此 ,集合 G 上 有 两 个 结构 ,一 个 是 代数 结构 , 另 一 个 是 拓扑 结 
构 , 并 且 由 上 述 连续 映射 下 相 联 系 . 下 面 举 一 些 拓扑 群 的 例子 . 

例如 , 任 一 个 Banach 空间 是 一 个 拓扑 群 ,这 里 和 量 的 加 法 作为 群 
元 素 的 乘法 . 

又 如 ,GL(n,C) 表 示 由 п Хап 可 道 复 矩阵 全 体 组 成 的 矩阵 乘法 群 ， 
称 为 复 一 般 线 性 群 . SL(n,C) 表 示 由 行列 式 为 1 的 ”>Xz 复 矩阵 全 体 组 
成 的 GLCn,C) 的 子 群 , 称 为 复 单 模 群 .OCn,R) 表 示 由 п хл LEXE 
阵 全 体 组 成 的 矩阵 乘法 群 ， 称 为 实 正 交 群 . On:C)={AEGL(n,C)1 
ATA 二 1,} ,这 里 47 表示 А пенен. Г, Ж пх 单位 矩阵 ,OCn,C) 
称 为 复 正 交 群 . 令 /二 ge 
二 .JJ} ,SP(n,C) 称 为 辛 群 .U(n)={AEGL(n,C)14"4 一 了 .}, 这 里 AT 
表示 4 WHAE, UARA N R. | 

M, (ORR n Xn 复 矩 阵 的 全 体 ,完全 类 似 于 第 一 章 $1 例 1 对 实 
矩阵 的 处 理 , 可 得 M.(C) 等 同 于 п" 维 复 Euclid 空间 С". GL, OÈ 
M,C) 内 的 开 子 集 . SLC), On, C), SPa, OR О (п) Е М. ССЭ 
或 Man (ORTER. WE Hansdorff 空间 .利用 给 阵 求 逆 运算 和 乘法 
运算 的 性 质 ,可 知 F(X,Y) 二 XY! 是 连续 的 ,这 里 ,区 ,Y 是 上 述 群 内 的 
两 个 矩阵 . 所 以 ,以 上 所 举 的 所 有 答 苏 群 都 是 拓扑 群 . (可 类 侯 证 明 O 
(п. К. ) 
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拓扑 群 G 有 儿 个 常用 的 简单 性 质 . 用 e 表示 С 的 单位 元 . 

性 质 1 ЖШ HGG, Hy) =y EAA. 

证 明 由 于 Н‹уу)у=у!=еу1=ЕСе, у), Е ЕВЕ Н 
是 连续 的 .而 Н ERA НТ 一 五 ,所 以 ,她 ж. 

性 质 2 映射 工 ; OE T(r,y)= уи. 

证 明 АТ, у) Saly T =R ay = Е, Ну)? 
可 知 ,T 是 连续 的 . 

对 于 GG 内 侍 一 固定 点 < Mit RaG—>G, Rr) ara, WR лев 
й. І..С-С.1. О) ах, 1, 为 左 移 动 、 

性 质 3 Rasla ЖАА. 

证 明 А, AERA ROT =R La 的 道 映射 (IL) 一 六， 所 以 
H DPS A,R., La 都 是 同 胚 . | 

车 U,V 是 拓扑 群 G 的 两 个 子 集 ， ашу = {ж" у" ЄС|х° Є0,у" 
EV ). 因 此 ,F(zx,y) 二 xy"' 连 续 意 味 着 对 于 任 一 含 ху Ф И, — 
定 存在 GG 内 的 一 个 含 z ЖЖ О ME у 的 开 集 了 ,使 得 Y z EU, 
Му" EV, zy TEW. АЈ ОУС, у= (ЄС 
EV). РЕ УУ e 的 开 集 称 为 开 核 ， 

性 质 4 对 于 任 一 开 核 И, ЕЖ У HE, йе үс 
W, 且 V МУСУ. 

证 明 НЕ Ее, е) еее, И, ВЭР U ,07,, Е UU С 
W. 50-07, NU: УУ СИ. У LEV У Е r ВЕ, VNV 
3205, MFE yr EV 9 ху, х= зу 'EVV- 1CW,. 于 是 ,VC 
W. т 

掌握 了 上 述 社 质 , 便 不 难得 到 下 面 几 个 定理 . 

定理 1 拓扑 群 G 是 正则 拓扑 空间 ， 

证明 对 于 GG 内 任 一 点 a; 及 任 一 不 包含 a GWEF EFKS a 

的 开 集 U 及 包含 的 开 集 V ,使 得 UN 人 NV =Ø. AFERM AAEM 
ВК, Ж, ПЯ ame 证 明 上 述 断 言 就 可 以 了 .由 于 G 一 F(F ERA) 
是 开 核 ,利用 性 质 +, 知道 有 开 核 了 ,满足 VY-ICG 一 已 及 了 TCG 一 玉 ， 
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РЖ, Н ЕСС-У, ЖУГУ) = 07, MENEAR. 
定理 2 连通 拓扑 群 GE НЕР U 生成 . 换 句 话 讲 ,G 一 UU”. 
RE, UH =U" e Un 是 正 整 数 ). 

证 明 ”对 于 开 核 口 ,由 性 质 4 m, A RA V лд VV CU. R 
W=V ANV, Ww WCU. S H= Üwc Ur ‚Нен ERK 
G 的 子 群 ,Y EH WFERnEZ, ТРАТ .显然 ,全 工 的 开 集 Wa 
CWW'=W" CH., H &С 的 开 子 集 , 但 G 可 分 解 为 如 的 一 些 右 旁 
集 H 的 并 集 , 和 五 =G 一 U Ha A Н. ERRIA, H 是 G 的 闭 子 


集 . 由 于 G 是 过 通 的 , 则 =6G, 和 G= 00. 

定理 3 GG 是 一 个 拓扑 群 ,G 的 含 单位 元 е Л K ÆG H 
一 个 闭 的 不 变 子 群 .V EG, GHE а 的 连通 分 支 是 旁 集 Ка. 

证 明 从 点 集 拓扑 知识 知道 天 是 闭 集 ,¥Y EK Kr ес 
的 连通 子 集 , 则 Ка CK, HETA KKO OCK,K СЮТ. У yE 
С.уКу ÆR e 的 连通 子 集 , 则 уку СК, ЦК Æ GAPET. 

Уу aEG, 记 含 a ЮЕ К (а), Ка 是 含 a 的 连通 子 集 ， | 
Кас К (а). X К(а)а ÈR e 的 连通 子 集 , 则 有 Када ‘СК, К (а). 
CKa, 所 以 ,K(a)= Ка. 


s2 商 в 


С 是 一 个 拓扑 群 ,天 是 的 一 个 子 群 .如 在 GG 内 一 切 右 旁 集 组 成 > 
HRAN G/H. Wit х:С-9С/Н,л(а) = [а a ЕН На, 
注意 [4j 仅 仅 是 一 个 元 素 ). 在 G/H 上 赋 子 商 拓扑 , 则 = 是 连续 映射. 
对 于 G АЕТ 7, я 907) ] Шна= -HU 为 G 内 开 集 ， 所 
Ил ХЖ TARH. RE Хх 为 自 然 映射 下 面 我 们 建立 G/H 的 三 
个 基本 定理 . 

定理 4( 正 则 性 定理 ) ЧРД АА G/H 内 任 一 含 [ej 的 邻 域 
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7* ,一 定 存在 另 一 个 含 [e] 的 邻 域 V 7 ,满足 V СО”. 

证 明 FARU ERR, HU =r U ORARE С 内 的 一 个 开 
核 , 这 里 UU 是 G 内 的 一 个 集合 - 从 $ 1 拓扑 群 的 性 质 4 知道 ,有 G 内 的 
一 个 开 核 了 ,使 得 VV-'CHU. 记 V* 二 x(V) 是 含 [ej 的 开 集 ,¥Y [zjE 
V', 即 含 L[x] 的 开 集 x(CzxV) 与 V' 的 交 非 空 , 于 是 有 v1,v; EV ,使 得 
[xv = [v]. H r ЕХ Т, о Є Но, ЖА rE Нол  CHVV С 
HHU=BU, 则 [rj]EU* МУ" СШ. 

定理 5 WẸ H EMI GHT THRETH, U G/H 是 一 
个 拓扑 群 . 

证 明 由 于 右 是 群 G 的 不 变 子 群 ,所 以 五 的 左 旁 集 也 就 是 五 的 
ЋЖ.Сс/Н 是 商 群 . 自然 映射 x 是 一 个 同 态 ， 

我 位 先 证 明 G/H 是 一 个 Hausdorff 空间 . 

设 Lzj],[y] 是 商 空间 G/H 内 两 个 不 同 的 点 ,于 是 ,zy-: 不 属于 Н. 
zy 'EG—H(G 内 的 开 子 集 ). 由 $1 映射 F 的 连续 性 可 知 , 有 GG 内 会 
Zz 的 开 集 U 和 和 含 y 的 开 集 了 ,满足 CQVY-CCGC 一 已 ,那么 DT 一 站 五 = 
О.х) я) Е G/H 内 含 [x] 和 [yj 的 开 集 .下 面 证 明 х7) 0 
rtV) 一 好 .用 反 证 法 . ELER WFE r EU,y*' ЄҮ,Ї &[х']= 
Гу Т.В, су Є н.у Оу Н-205 ,18— ЯН. 

其 次 ,对 于 映射 F*; G/H хС/Н-=С/Н,Е* el, Cy D= [x] 
Cyl] = Ley]. ЖР G/H 内 含 [xy-!] 的 任 一 开 集 W'“,x-'(W'*) 是 G 
AS лу ! 的 一 个 开 集 . 因而 再 一 次 由 § 1 映射 Ff 的 连续 性 可 知 , 存 在 
含 工 的 开 集 U 和 含 y 的 开 集 V ,使 得 UV Сл (И), ОО rV) 
分 别 是 С/Н 内 售 [Lxj 和 [yj 的 两 个 开 集 ,以 及 AU)， [а (У) Јл 
СО) Xxr(V 1 一 xDV- DC 全” ,所 以 下" 是 连续 的 . 商 群 G/H 是 一 个 
拓扑 群 . 

定理 6 G 是 一 个 拓扑 群 , 态 是 GG 的 一 个 紧 致 的 不 变 闻 群 , 则 自然 
ВН л.С-+С/Н 是 一 个 闭 了 映射 ， 

证 明 H Æ Hausdorff 空间 С 的 紧 致 子 集 , 鼠 是 G 的 闭 子 集 ,由 
上 一 定理 知 G/H 也 是 拓扑 群 . 

对 于 G 内 任 一 闭 集 R, WER KE G/H 内 的 一 个 闭 集 ,由 于 
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n` (G/H —r(K))=G— HK ,所 以 只 须 证 明 HK=KH 是 G 内 的 闭 集 
就 可 以 了 .VY xEG 一 KH, 则 Ki'xNH= GG;Y yE 日 ,K-11x 不 包含 点 
y 由 于 拓扑 群 С 是 正则 空间 , 则 存在 一 个 包含 点 y 的 开 集 V, 及 包含 
闭 集 天 -z 的 开 集 避 ,, 满 足 VT 人 ID, 一 好 .利用 381 乘积 映射 了 的 连续 
性 及 TT(y,e) 二 y.e 一 y, 对 于 V,, 有 另 一 个 含 y 的 开 集 У/, 及 开 核 D,， 
满足 W,O,CV,. 又 HC UW,C UVH 紧 致 , 且 有 有 限 子 覆盖 ,所 


HC ÚW, C ÜV,- $ O= NO, U= NU, 0 ERR. LE У = 


Пи; , Д] ОПУ =52.К'хСО, 和 ‚носу. 


下 面 再 证 明 含 FR rO CG—KH , MAWE. #0 КН 
AØ К '=ПНО 0,599 ОПУ 0, 118. 


$3 Abel 拓扑 群 


G 是 一 个 拓扑 群 ,如 果 G 是 一 个 可 交换 群 , 则 称 С 为 Abel 拓扑 
群 , 它 有 一 些 很 好 的 性 质 . 我 们 先 从 最 简单 的 实 直线 R 开始 讲述 . 

定理 7 R 的 每 个 非 离散 子 群 G 在 R 内 是 稠密 的 . 

证 明 ”我们 只 人 须 证 明 ¥Y xzE€E R,Y 220,9 С[}[х—=,›т-Ее]э®2.Щ 
于 G 是非 离散 子 群 ,对 于 上 述 取 定 的 ,一 定 有 一 个 正 的 EGN [0， 
1],; 因 此 [nzi, (x 十 1)zej(nE€2) 全 体 覆 盖 RR, 旦 每 个 上 述 闭 区 间 的 长 度 
是 re<e:, 所 以 ,肯定 有 nmEZ, 使 得 areE[Lz 一 cz 十 sj], 显 然 ,mzecE С. 

定理 8 G 为 六 的 一 个 团子 群 , 则 只 有 三 种 情况 :G 一 0, 民 或 形式 
J aZ 的 一 个 离散 群 ,这 里 常数 а2>0. 

证 明 ” 如 果 G 关 0,R, 则 团子 群 G 必定 不 在 R 内 黎 密 ,否则 G=R. 
由 定理 7 知道 ,G 的 拓扑 一 定 是 离散 的 . 由 于 G 关 0,G 包含 某 个 正 实数 
ь,{0,Ь1Г\С 是 紧 集 [0,8] 内 一 个 闭 的 非 裤子 集 ,由 于 [0,61 人 NG 是 紧 臻 
的 和 离散 的 ,所 以 [0,8j 们 G 是 有 限 的 ,G 内 存在 一 个 最 小 正 数 а. 

V x EG,[ 志 ] 表 示 不 超过 三 的 最 大 整数 ,z 一 [ 守 Ja€G,0&&z 一 


. 23 。 


Г ја<а. 由 a 是 G 内 的 最 小 正 数 可 知 ,x 一 [地]a 一 0, 就 是 讲 +=a 


[三 ]EaZ. 而 aZCG 是 明显 的 ,于 是 ,G=a2. 


定义 2 2 G G: 是 两 个 拓扑 群 ,如 果 存 在 G; 到 С, 上 的 代数 同 构 
;而且 9 又 是 一 个 同 胚 , 则 称 С, 和 С, 是 拓扑 同 构 的 . 

S 是 由 模 长 为 1 的 复数 全 体 组 成 的 乘法 群 ,S! 作为 复 平面 上 的 子 
空间 ,当然 是 Hausdorff 空间 . 由 于 (es,e*%)= 二 ei %),F 显然 是 连续 
的 , 则 S! 是 一 个 拓扑 群 . 又 Z 是 R 内 闭 的 不 变 子 群 ,由 定理 5, 商 群 R/ 
Z 也 是 拓扑 群 , 对 于 拓扑 同 构 的 两 个 拓扑 群 ,我 们 往往 不 加 以 区 别 ， 

定理 9 К/2 拓扑 同 构 于 S. 

证 明 令 映 射 9:R/Z 一-*S!,qg[zl=e*™*, 这 里 [ux] 二 [zj] 当 且 仅 当 
и—=ЄХ7 ҖЕ] е?" е?“ И p ЛЕБ Ж ЖП]. А е" еВ, БН и— 
EZ #йГи]=[=],р Æ 1—1 的 . 显然 ,p 也 是 到 上 的 . 由 于 多 [zj 十 
DeD sgin He =e tr еі eit = z 22], 是 一 同 态 , 所 


以 ?是 一 代数 同 构 . 记 <:R 一 >R/Z 为 自然 映射 ,x(z) 一 Ге]. 令 映 射 
Ф" :Е—+5',ф" (2) е", р" 显然 连续 ,qr 一 g' .对 于 S! 内 的 任 一 开 集 
U, g UÈ R 内 的 开 集 ,7 是 开 上 映射 , 则 1'U) 一 x[Ly' 0) Е R/Z 
内 的 开 集 ,从 而 可 知 p 是 连续 的 . 而 gL0,1] 二 R/Z ,R/Z 是 紧 空间 ,由 紧 
空间 到 Hausdorff 空间 1 一 1 到 上 连续 映射 是 同 胚 这 一 众所周知 的 事 
实 可 知 ,p 是 一 同上 胚 . 因而 R/Z 拓扑 同 构 于 S. | 
1027*=7х7х--+х7(р 个 Z НЯ), НЕ 7°=0. 我 们 有 下 面 的 定 
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© 定理 10 RO 是 正 整数 ) 的 每 个 离散 子 群 拓扑 同 构 于 Z OSS 


п). 

在 证 明定 理 10 之 前 ,我 们 先 介绍 一 个 引 理 . 

引 理 ”拓扑 群 G HE- ARTE H 必 定 是 6 的 闭 子 集 . 

证 明 Y xE€G 一 右 , 由 于 五 拓扑 离散 , 则 存在 开 核 口 ,满足 UNH 
={е},у AEH, W AUNH= (А). ШЖ r AFEA hU, W ERU ih? 
CG—H, H А0 — {h =hU NGADEG 内 的 开 子 集 可 知 ,只 须 考 
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E ЖТ {#&— АС 的 情况 ,这 里 UC NH=, 8 х Ж UC 
G-H, ЕЯ ,С—Н 都 是 C РЕЖ, H ERTE. 

现在 来 证 明定 理 10. 

证 明 HE ATEEN pOK), Z 是 R 的 一 个 离散 子 
群 . 

BH R* 的 离散 子 群 , 则 由 引 理 知 石 是 闭 子 群 . 现 对 维 数 进 
行 妇 纳 证 明 . 当 ”一 1 时 ,由 定理 8 可 知 ,五 = 0 或 形式 为 a2 的 一 个 子 
群 ,这 里 常数 ac>0, 而 aZ 显然 拓扑 间 构 于 Z. 

假设 当 正 整数 < 一 1( 整 数 上 之 2) 时 定理 成 立 . 考虑 n= 上 的 情 
її. ME H ER 内 一 个 非 零 离散 子 群 . 设 {u,…,w.} 是 五 的 一 个 最 
КАНН ЯН, ЫС Ри tet Run БФК Е" Оон 
k) ACH R". 如 果 m<<4 一 1, 则 可 知 五 是 R"(m<<k 一 1) 的 离散 子 群 ,于 
是 ,由 归纳 法 假设 ,五 拓扑 同 构 于 Z. 

接着 考虑 m=k 的 情况 . ФУ 是 由 {w,,…,w_1}) 生 成 的 R' 的 一 1 
维 线性 子 空间 ,V 拓扑 同 构 于 R11,HNYV ЖУ 的 一 个 离散 子 群 ,由 归 
纳 法 假设 可 知 ,HNV 二 Zu 十 … 十 Zus_1， 这 里 我 们 认为 Z 等 同 于 aZ. 


S Q= 2а јо) а ет. 因为 Н 
是 离散 的 ,所 以 ,Q НЕ Н 内 有 限 多 个 元 素 . РЎ ЄоПні 
5.220} ;显然 ui Р.а 是 P 内 具 最 小 bs MTER u= bu. 


VE 已 , 则 有 二 一 hi + hu 我 们 断言 uE Z. 用 反 证 法 . Ж Л, 
不 是 整数 , 则 对 于 任意 待定 的 T,EZQUi<k), 有 


T= DTT uE Н.Ж h—-TEH. 
2—1 


而 4 一 TT 二 22006-7, +0. То Jut (hi—T bi и. 
ERPR T, EPEN А, 的 最 大 整数 . 4 1262—16, ЖТ, ажа 
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过 А+, Tob 的 最 大 整数 ,于 是 ,h 一 TEP, 但 是 (h 一 TB < 


Ы ,这 是 一 个 了 矛盾. 所 以 ,一 定 有 有 EZ,h 一 hu 二 hi 而 hh 一 hw 
HNV ,因此 ,hEZ(1<GiS<k 一 1). 定理 得 证 . 

下 面 开 始 考虑 К" 内 非 离 散 子 群 的 情况 ,这 里 n 是 正 整 数 . 

定理 134 R" 的 每 个 非 离散 闭 于 群 Н 包含 一 条 过 原点 0 的 直线 . 

证 明 五 是 非 离 艇 的 ,那么 存在 吾 内 一 列 点 {4,|nEZ+)(Z4 表 示 
正 整 数 全 体 所 组 成 的 集合 ), (Аас AAFS 0.Y nE24,h, 关 
0. 令 C 表示 中 心 在 原点 0 处 的 一 个 开 立 方 体 ,C 包含 所 有 的 4,. 对 于 固 
EH nEZ NLA т, 表示 使 得 mh СС КИТЕ т. Н (юл, 
la€2Z1} 是 C МИС 内 的 一 个 可 数 点 列 ,C 紧 致 ,因此 ,由 т.л, EH 
A H ЕҢ, Ы 内 有 收敛 子 列 . 为 简便 , 设 原点 列 有 极限 点 a,a 
ECNH. 


ү e>0, 一 定 能 找到 一 个 NE Z1 , n>N Bt, |А, | < еж 


И А.а | <E e. ВИ | бя„+1)5,—а | < (А, а [| + I ha 1 

є, Ж, "С 内 可 数 点 列 {Cm, 十 DApslzEZ} 也 以 a 为 极限 点 . aE 
NR"—C) ,a T C HAR Eao. | 

设 工 表示 连接 原点 0 与 点 a 的 直线 . 下 面 证 明 :对 于 二 上 任 一 点 
tat#Æ0), VA ta€H. ; 

对 于 R 内 固定 的 非 零 ,mh 以 га HRR Сен, 1Ж АЖЕ 
гт, й К, П Ген, hn = Z4 } єн.ү se>0, 存 在 NEZ. п 当 n= 
МЖ mhal аА е В 

I Гот, Ја га || < || Сот. ЈА tmh | + | ет. —ta || 
= ат, ) im, | 1А, 1-12 | т, а || 
А | 
21 
所 以 ,ta FE H PRBI (Сот, Jhan EZ } 的 极限 点 . в Н 是 闭 子 集 , 则 
taE€ H ERER LEH W. 
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在 介绍 下 一 个 定理 之 前 ,我 们 先 引入 两 个 记号 :如 果 4 E R 的 子 


集 , 令 SPa(4) 表 示 由 点 { 2лАа 1А Є Кет, (a an) А M 
个 最 大 线性 无 关 点 列 组 } 全 体 组 成 的 R 的 子 群 ; 用 g AOAR AE 
成 的 R 的 子 群 . 显然 gp (4)CSPa(A4). 

定理 12 G 是 户 的 一 个 非 离 散 的 闭 子 群 , 那 么 有 RR" ют 
WU, AW, WE: 

(1) А"= ХУ xW; (2) GQU=U; (3) GNV 是 离散 的 ; 

(4) СПИ = {0}; (5) С= (СПО) X (GNV). 

证 明 利用 定理 11, 令 U 是 完全 位 于 G 内 的 过 原点 0 的 所 有 直线 
之 并 .我们 首先 证 明 上 是 А" 的 一 个 线性 子 空间 .YY x,yEU,Y A gð 
ER, 点 64z 在 过 原点 0 与 点 xz 的 直线 上 ,于 是 AEU. AE SpyEL， 
НЕС, (А-ну) ЄС. Ar 二 jy€EU, 和 GNU=U. 

令 U'* 是 U 的 直 交 补 子 空间 ,于 是 R*=UXU*.Y gEG, 则 g==h 十 
,这 里 hEUCG,ELEUV' .由 于 G 是 加 法 群 , 则 4 一 g 一 hEG, 因 而 G= 
Ох ПС). S V=SPGNU*), W 表示 VV 在 U' 内 的 直 交 补 子 空 
EIA СПИ = (0), я СПУ 不 包含 过 点 0 的 直线 ,利用 GNV 是 К" 
的 闭 子 群 和 定理 11, 可 知 СГУ 的 拓扑 高 散 , 其 余 结 论 已 从 上 述 证 明 
中 极 容易 看 到 . 

从 定理 ІРО NG 是 G 的 子 空间 ,立即 有 

推论 С К" 的 一 个 非 离 散 闭 子 群 ,如 果 SPORENE ro 
< лп), MFE R 的 一 个 基 a1,…,a,,; 使 得 G=SPrg(als*…,a,) X gp 
(aprista). 

因此 G 拓扑 间 构 于 p Ж Euclid 空间 与 x 一 pp 个 2 RR RX 
ASAS) 9 КАХ ХЕ ( р Mitha F T =S! 
х5'0—р T), PAAA RR R/G 拓扑 同 构 于 Т? х ЕТ", 

定义 2.3 PIE GA H УЛА, ШЕНИЕ Р, С 
内 的 开 核 VV 到 五 ЧЕТВ О Е.Н х,у,ху 都 属于 V 时 ,有 /A(z)f 
(y =f Cay). 

下 面 给 出 一 个 Abe 拓扑 群 的 重要 结果 . 


° 27° 


定理 13 G 是 一 个 局 部 同 构 于 К” 的 Abe 拓扑 群 , 则 С 一 定 拓扑 
同 构 于 RXT х рР(0О<5<<5л) ,这 里 万 是 一 个 离散 群 . 特别 当 С 连通 
时 ,G 拓扑 同 构 于 RXT. OKS XE R= {0}. ) 

我 们 先 来 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 S'EHIN G 到 拓扑 群 豆 内 的 一 个 同 态 映 射 , 如 果 三 在 
单位 元 处 连续 , 则 扬 在 G 上 点 点 连续 . 

证 明 对 于 G 内 任 一 点 zyY ЖН 内 会 广 z) 的 任 一 开 集 ,由 于 
H 基 拓 扑 群 ,所 以 一 定 有 H AHR W, ER WOC.. HFW, 
由 于 白 在 单位 元 处 连续 , 则 有 C 内 一 开 核 口 ,满足 f° (U}CW. 而 Ux 
是 含 z 的 开 集 ,显然 | 

Р Ur = ў OF OCW (х) СУ. 

所 以 产 在 zx 处 连续 . 

下 面 来 证 明定 理 13. 

证 明 由 于 Abel 拓扑 群 局 部 同 构 于 R", 于 是 存在 К" 内 含 原点 0 
的 开 球 VY 和 G 内 的 开 核 口 ,f 同 胚 地 映 V 到 UU 上 . 且 当 xz,y 和 zz 十 yE 
У, (т-+у)=/(х)/[ (у). 

接着 ,我们 建立 К” 到 G 内 的 唯一 连续 同 态 f° ,使 得 了 在 V 上 的 
限制 y {у= f. 


VER, Н NEZ йй үхЄУ. Ж Ж /` SL 
СОЛ”. 下 面 证 明 О ЖЕН ЖОМ. 如 果 另 有 一 个 ME Z+ ,也 满 
КУ АД. КЕ 


[7С = Еу; = СУМ + Hz Сло". 
交换 M,N 的 次 序 , 类 似 地 有 
СРС ОТ = С. | 
所 以 ,的 定义 与 М 的 选择 无 关 . Y zyE R", 首 先 存在 NE Z+ ,使 得 
方 z, 方 ?, 方 Cz 十 y)EY. 于 是 由 G Abel 群 可 知 
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/' (x+y)= Lat = Суу 


=DKF OF w), 
产 是 同 态 .VY zxEy, 取 N=1, 则 f С) = 6а), |, = /. AME 
ж, 是 连续 的 . 关于 唯一 性 ,如 果 有 另 一 连续 同 态 gR >G, E gl 


二 f, 则 Y тє R", 存 在 NEZ, ,使 得 六 rzEY ,那么 
g(r)=gN 。 2996) = [ЛС =/` б, 


下 面 证 明 / 7 5 АА}. 

Y LER, Vtr 是 含 xz 的 开 集 ,f° :V 十 Tz->Uf' (х), НУ += [|]: 
ТУОС) Ж ЧТ U 以 及 V WAREFU YAm, E$ SE Vtr] 
UF (х) Еа. 

Ж, E-A FREH, САО СЮЕ. РЕ. S К" 8] С 
ӨТЕ H Ба ЕТЕ НЕ УГЕ, Д 
户 的 核 玉 是 具 离散 拓扑 的 闭 子 群 ,那么 КО 拓扑 同 梅 于 Z OSAS), 
НАНЕ К, ЕН, Н 拓扑 同 构 于 RXT. 又 由 于 G 是 
Abel HI, H 是 G ЮРУ, Е G/H=D АЖИ. HHF С 
可 以 分 解 为 互 不 相交 的 Н 的 旁 集 之 并 ,Y rEG, 一 定 有 唯一 一 个 旁 集 
Ha, 这 里 a HEB r=hashE H. 定义 映射 9:G 一 HXG/H plr) 
二 (h,[x]) ,容易 证 明 % 是 一 拓扑 辣 构 . 因此 ,G 拓扑 同 构 于 RXT 
xD, 令 s=n 一 pp,; 则 有 定理 13. 特别 , 当 G 连通 时 ,利用 定理 2 证 明 的 
开 子 群 H 必 是 闭 子 群 ,可 以 知道 C 一 五 . 


习 E 
1. 已 知 Н 是 拓扑 群 G 的 一 个 子 群 ,求证 , И ДЫ 歼 也 是 @G 的 一 个 子 群 ， 
2. BAG 为 一 个 拓扑 群 ,如 是 一 个 子 群 ,求证 : 对 于 G 内 任 一 开 核 如 ,一 定 存 
在 另 一 开 核 ,使 得 HVYCHU. | 
з. 已 知 G 是 -个 拓扑 群 ,HF 是 GG 的 子 群 ,如 果 Н ЖЭР С/н 都 是 连 
通 的 ,求证 : С 也 是 连通 的 . 
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4. BAG 是 一 个 拓扑 群 , 必 是 一 个 开 核 ,天 是 G 内 的 一 个 紧 子 集 , 求 证 ; 一 定 
HER- IH VAER EK, Vr CU. 
5 已 知 G ДНЕС -ARRUTATA КИЕ:С 5 G/H Æ 
局 部 同 构 的 . 
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第 三 章 李 F 


1 = Е 


若 M 是 一 个 群 , 义 是 一 个 m 维 微分 流 形 , 昌 映射 ;MXM->M,F 
(х,у)=ху :是 C” 的 , 则 称 MM 是 一 个 m 维 李 群 . 显然 李 群 是 一 个 拓扑 
群 , 旦 出 第 二 章 3 1 的 证 明 可 知 ,映射 T(x,y) 二 xy M H= Е 
C” 的 . 

下 面 我 们 举 几 个 最 简单 的 李 群 的 例子 ， 

例如 ,R" 是 一 个 Abe 群 ( 加 法 群 ), 也 是 一 个 ЕЛИЈЕ, Н 
Я Erast En) Cy DDS C Sy’ n M y) BARE C K, Mi 
R" 是 一 个 ” 维 李 群 

又 如 , 实 一 般 线性 群 (了 ; 尺 ) 是 一 个 矩阵 乘法 群 ,又 是 一 个 п? 维 
的 微分 流 形 ,由 第 一 章 $1 的 GELCn,R) 局 部 坐标 的 定义 及 求 道 矩阵 运 
算 和 先 阵 乘法 运算 的 规则 ,可 以 知道 :Y XY EGL R), F(X,Y) = 
XY ! 是 C” 的 ,所 以 СІ, (п, RE — п 维 的 李 群 . 

复 一 般 线性 群 CE(a,C) 也 是 一 个 矩阵 乘法 群 , 我 们 可 以 把 C” 内 
任 一 点 (zzo) 对 应 于 R М — (лу, ур, s Lamr Yam) ,这 里 ж„=т„ 
HOK). 这 个 对 应 是 1 一 1. 到 上 的 一 个 同 胚 ,所 以 С" 可 看 作为 
2т 维 Euciid 空间 R”. 完全 类 似 于 实数 域 的 情况 ,xXn 复 矩 阵 全 体 М, 
СС) а Р C”, 即 可 看 作 21° 维 Euclid 空间 R”, m GL, OE Re 内 
的 开 子 集 , 所 以 是 m 维 微分 流 形 , 映 射 下 的 C” 性 也 是 容易 明 自 的 ， 因 
M GL, OE 2n 维 李 群 . 

从 第 一 章 {1 内 单 模 群 SL(n,R) 是 n: 一 1 维 的 微分 流 形 可 以 知 
道 ,SL(n,R) 是 nn 一 1 维 的 李 群 . 

在 第 二 章 $1, 我 们 见 到 许多 拓扑 群 的 例子 , 在 什么 条 件 下 ,拓扑 群 
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是 李 群 呢 ? 为 此 ,我 们 先 引 入 局 部 李 群 的 概念 . 

定义 3.1 U 是 Hausdorff 空间 ,U 在 映射 9 下 同 胚 于 Euclid 空间 
К 内 的 开 集 ,UU 中 某 些 元 素 闻 可 以 定义 乘法 ,使 得 

(1) 存在 单位 元 素 eEU,Y аЄй ,aesea 有 意义 ,是 

ае=—еа-—а. 
(2) iÈ а,Ё,с.аё, 6с, (аБ)с,а(с) EU , M 
a (bc) = tabye. 

(3) 对 某 些 元 素 aEU ,存在 5EU ,使 得 

ab=ba=e. 

(4) 如 果 asbab ECU, WE U 内 存在 a HRR Ub 的 邻 域 U， 
EU CU, UUr'CU, H UXU, 90 内 的 映射 F(a,8) 二 ab"' 是 
С°), ВІ аЬ DEF Ra) 和 (6) Ж С]. 

”那么 , 称 U ОУ п ERRER. 

定理 1 设 G 是 连通 拓扑 群 ,G 内 有 一 个 开 六 Ој п ERRER. 
则 可 确定 G 为 一 个 连通 的 一 维 李 群 . 

证 明 设 上 在 映射 p 下 同 胚 于 Euclid 空间 А" 中 的 开 子 集 , 由 于 
G 是 拓扑 群 ,在 U 内 存在 开 核 V ,使 得 V7 一 V ,和 VVyCU.Y gEG, 左 
移动 LÆRA V Жа 9 的 开 集 , 令 喘 射 aV 一 9(U), 多 二 
Ф... BR A E g 到 ФУ) ЕЕН. ВНЖ, (У ,WW) 是 含 9 的 坐标 图 ,C 
是 一 EAE. 

ШЖ ФУ 09037, У gE VNV -WFE viv Є Ү,{ {Н g= 
gm 一 gzz ЇН R, (9) = pLa (=u = (Tr) M (9) = Plaz (9) 
=фюф,) = (y y). FÆ 919 二 v2v07 EVV CU. 类 似 地 ,gr g= 
voz EVV CU. M о = (9 "Фо, A RER H E И] ЯП, ро 026 
于 pou) С. BAH у. = (95 goo 可 得 ,glv2) 关 于 wo) 也 是 C” 
的 . 由 此 可 知 G 是 一 个 微分 流 形 . 

现在 开始 证 明 :GXGG,F(gi,gz)= 二 9 E С°. 我 们 分 几 
步 来 证 明 . 

CD Y EV ,gi 固定 -由 于 T(gT(e,97 D =g (910) =е, ТО: 
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2) 二 ,利用 映射 TT 的 连续 性 可 以 知道 ,存在 含 g 的 开 集 COCY 以 及 开 
В УСУ, ОРУСУ 和 OWO-'CV. 由 于 VCU,U 是 局 部 李 群 ,所 
ШУ yEW,f(y) 一 q1y91' ЖТ у Ж СНУ. 

(D Y g@EG, 由 于 连通 拓扑 群 由 任 一 开 核 生成 , 则 有 С ОУ", 
且 必 存在 固定 т, о EV. 于 是 ,有 з ЄУ(1<і<т), Б о =, 
гь. 由 于 хн нех = Lm E V (О<г<т—1),ДҖ% 
а Хаа неа етаж; == е, 利用 乘积 映射 的 连续 性 ,可 以 找 
到 开 核 WW* CV ВИ r: Т У, СУ УЛИ" CV Vn W VT 
АЛАА Va CV Va VW Va Va CV VV "УУУ! 
СУУ VW V eV VT СУ. 利用 (DY yEW ,f(y) 
== ж„ух„! 关于 变 元 у 是 С. SOS tni ON RF A E 
C" 的 sap fa 关于 У ж С°. 这 样 一 直 作 下 去 ,最 后 可 得 fu Су) =n 
EnYTa T =R RF у Е С. 

D 对 于 固定 的 gi,g: EG, 取 开 核 WCU WE И =, ИИС 
W" A Уд СУ. YuEgWyYvEgW, 有 Flu,v)—u!t€ 
gwWW 192. == 9,92 Иа 5) 9.9 'V ,因而 存在 x,yEWCYV ,以 及 
zEV ,使 得 w= 二 gz M v=gy uv ' 一 qqz1z, 于 是 ,有 zz 二 gry Ф = 
gzF《xyy)gz:. 令 z= 二 F(xr,y), 由 (2) 可 知 z 关 于 z"' 是 C~ 的 ,由 UD 是 局 
部 李 群 可 知 ,z" 关 于 z+ 和 yy 是 C” 的 ,所 以 z 关 于 x,y 是 C” 的 ,利用 坐 
标 图 构造 可 以 看 到 ,u,v 和 uv :的 局 部 坐标 分 别 是 рс) ,wy) 和 фб), 
FRA F:GXG>G,F (9,9) = gg" E CRH. EE, GEA n 
维 连 通 李 群 , 

由 定理 1, 我 们 又 可 以 举 出 一 些 李 群 的 例子 . . 

例 1 3: 是 一 个 连通 拓扑 群 ， 

证 明 ELR PRAS РО) еч, ВЕЙ г ЕС, 0 Е.Р 


Б. 则 S ЭЕ ОРС.) ,很 容易 明白 U 是 一 个 
一 维 的 局 部 李 群 ,所 以 由 定理 1,5' 是 一 个 一 维 连 通 李 群 . 类 似 地 ,R/Z 
也 是 一 个 一 维 连通 李 群 . 
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例 2 M 是 一 个 т 维 李 群 ,N 是 一 个 = 维 李 群 , 则 Мух N 是 一 个 
mtn EERE, 

证 明 由 第 一 章 8 1 可知 MXN 是 一 个 mtn ЈЕ. E М 
хм 上 可 定义 代数 结构 ;YY (grh) (ФА ЄМХМ. ЕЎ (9,0 (gs， 
hD == СО: :hihz). 在 这 样 的 乘法 定义 下 ,MXN 是 一 个 群 . 再 利用 M, 
М 是 李 群 及 МХМ 的 坐标 图 的 构造 ,可 知 (F(Cg,h1), (фф, А) = 
(g hh DE CH. 次 而 MXN 是 一 个 mtn 维 李 群 . 

”例如 ,xn 维 环 面 T" 一 $1X…X5S!i(n 个 ) 是 一 个 n 维 连通 李 群 ,R?*X 
Т“ Æ pta 维 连 通 李 群 . | | 

з CER RE 上 保持 右手 系 的 所 有 等 距 变换 ( 族 转 和 平移 的 组 
合 ? 组 成 的 群 , 则 С 为 一 个 三 维 李 群 . 

证 明 G 内 任 一 个 等 距 变换 由 原点 的 平移 与 > 轴 正 四 的 旋转 角度 
(以 2x 为 周期 ) 所 唯一 确定 ,因而 ,我 们 可 以 建立 G 与 REXR/2rZ 2 6] 
的 代数 同 构 对 应 . 由 于 R:XR/2x2Z 是 一 个 三 维 连 通 李 群 ,因此 ,可 在 G 
上 赋予 拓扑 与 微分 结构 ,使 得 С 是 微分 同 构 ( 代 数 同 构 , 而 且 是 СЮ 
я. НЭ ур С") Е RXR/2x2Z 的 一 个 三 维 连 通 李 群 . 


例 4 ZERERA S= (trr) ER 之 ,好 一 1} 可 确定 
为 一 个 三 维 连通 李 群 . 

证 明 ”我们 知道 5° 是 一 个 三 维 微分 流 形 , 现 在 关键 要 在 5° EE 
义 点 与 点 的 乘法 ,使 得 5° 是 一 个 群 . | 

利用 四 元 数 的 性 质 ,S: 内 任 一 点 (ziyztyzayz) 对 应 一 个 四 元 数 т, 
十 十 Xj 十 X 尺 ,这 里 ,六 一 六 二 kK 一 一 1 і) К й, = = — 16, К 
二 i 二 一 kj. 由 直接 的 计算 ,我 们 知道 

Cri tari tarj Hark) it yit y tyk) = (алу у Ty ~ 
ду) F Су H rry F Taya = ray dA (туз F Tayi + xy: ~ azy) } + 
Cry Fry 十 zays —zy)k, 
和 

Сту — L292 23Уз T KaYa + луу» 二 Tz F rayi tay) А (ауз 
十 зу чау Tey) F Carya H Ey T Tys = Tyd = (zt 十 三 十 43 十 
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Aty tyty). 
因此 ,我 们 可 以 定义 $: 上 两 点 的 乘法 :; 

《zuy rz，Zs 5х0) (узг Уз У) 
== (хуу — Lry — хауз 04у r :yz Жау F LIT Ty TY 十 zy1 十 
тау La 1V Рау Ts Ey). 

出 于 四 元 数 乘法 满足 结合 律 ,所 以 上 述 定 义 的 乘法 是 满足 结合 律 的 ( 当 
然 可 以 直接 验证 ). 

单位 元 是 (1,0,0,0,) ,点 (ziyzrzyzayz) 在 上 述 乘法 下 的 道 元 是 
(21—72. — T3 — T4). 

所 以 ,5S 是 一 个 群 , А а Ыар 5° 中 ， 点 与 点 的 乘积 
映射 与 求 道 元 映射 都 是 C ”的 (参看 第 一 章 $1 例 2), 因此 S 的 确 是 一 
个 三 维 李 群 . 而 8: 的 连通 性 则 是 显然 的 . 

然而 ,并 不 是 所 有 的 n 维 微 分 流 形 都 可 定义 为 一 个 维 李 群 ,下面 
的 例子 是 非常 有 趣 的 . 

例 5 RE: 5”(m 尝 1) 不 能 定义 为 -一 个 2n 维 连通 李 群 ,甚至 不 是 
一 个 拓扑 群 . 

证 明 首先 ,我 们 不 加 证 明 地 引入 代数 拓扑 中 的 Poincaré-Brouw- 
er 定理 :52 到 自身 的 连续 映射 / 或 具有 不 动 点 ,或 有 一 点 a€ 5°", 18 
f(a) 二 一 a( 一 a 表示 а 的 对 径 点 , 见 江 泽 涵 《拓扑 学 引 论 ? 第 175 页 ). 

设 S2" 可 定义 为 一 个 拓扑 群 , 则 有 左 、 右 移动 ,它们 是 S“ 到 自身 上 
的 一 个 局 胚 . 对 于 S> 中 的 点 x, 右 移动 К. 或 具有 不 动 点 2 或 有 一 点 < 
ES”, iE Ra) = a. 对 于 第 一 种 情况 a =R a Sar MGA х=е 
(单位 元 ). 因此 , 取 一 到 {ro |н, }, 2.36000 mE 2), Talm E 
Z } 收 敏 于 e, 对 于 每 个 固定 的 z., 必 有 一 相应 的 а„Є S” ,满足 К, 
An) = an S RAAF a HIFA an) ,因而 ,有 Jim Ra, Cam) 


=- liman, а" =а'е=—а* ,这 是 不 可 能 的 . 
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$2 李 代 数 


李 和 群集 几何 .代数 性 质 于 一 身 .化 难 为 易 , 把 李 群 线性 化 , 即 寻 找 一 
个 有 限 维 的 线性 空间 近似 地 代替 它 ,通过 对 这 个 线性 空间 的 深入 研究 ， 
窥见 李 群 的 许多 性 质 , 便 是 数学 家 的 一 个 心愿 ,而 本 书 要 讲述 的 李 代 数 
恰 是 为 达到 这 一 目的 而 建立 的 一 个 嵌 新 的 有 限 维 线性 空间 . 

定义 3.2 9 是 实数 域 (或 复数 域 ) 上 的 т 维 线 性 空间 ,在 g 上 定 
义 一 个 换 位 运算 , 即 对 于 9 AMERMAR XY. A g PEIER 
[X,Y 了 | 与 之 对 应 ,[ 久 ,了 Y] 称 为 外 ， 区 人 
运算 满足 以 下 人 性质 ， 

V iaER( 或 复数 C),Y 和 7 ZEg， 

(1)[АХ-+ААУ,7Л]=А[Х,7]+М[Ү›7], 

(@›[Х,Ү]=—[Ү,Х1], 

(3) [Х,[Ү,7]]+{[ҮУ,[72,Х1]+[7,[Х,уУ]]<0. 
И о A » 维 实 ( 或 复 ) 李 代数 . 

мижа сә, 

[(Х,АҮ-+-А,271= [AYAZ X] -АСУ,Х1-А12,Х] 

=АСХ,УЈ+АХ,2]. 

即 换 位 运算 对 于 第 二 个 因子 也 是 线性 的 . 

从 性 质 (2) 容 易 明 白 [X,X]=0. 

因而 我 们 经 常 讲 换 位 运算 是 双 线 性 的 、. 反 称 的 . 性 质 (3) 称 为 Jaco- 
bi 恒等式 . | | 

如 果 9 的 一 组 基 是 Хх, РЧ 由 FEX: „X; JEg Și 


CXX; ]= 2124Х, AXi jm), (2.1) 
则 由 性 质 (2), (3) 可 以 得 到 常数 届满 足 ， 
0, 2, (асаад уо, (2.2) 
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ЖКУ ЗЕКЕ 9 的 结构 常数 . 

对 于 不 同 的 李 代数 g, 结 构 常数 当然 可 能 不 同 ,就 是 对 于 同一 个 李 
代数 9 选取 不 同 的 基 , 李 代数 的 结构 常数 一 般 也 不 同 . 

对 于 同一 个 李 代 数 g WMR Y o Yn 是 另 一 组 基 , 则 有 基 变 换 公 
式 


Y; == Daix, , 
ХШ (ап. ЕРИ ЕН (а Жл. 如 


[Ү, 了) 一 22е; ү, 3 
由 于 


Хе, =[Y;,Y;]= Ži Хаах, КЕ) 


= 2, 0а ХХ, 2) асма?» 
ВВ Y Yn 是 基 , 则 我 们 有 两 组 基 下 ,结构 常数 的 关系 式 是 


= 2а ай а ча}. (2.3) 
ЖУ 5.3 ИРЕ 个 李 代数 ,9 是 9 的 一 个 
线性 子 空间 ,而 且 对 于 换 位 运算 封闭 У X YEg. ALX, Y]Eg. A 
么 , 称 g 为 g 的 一 个 子 代数 ， 
* 下 面 举 一 些 李 代 数 及 子 代数 的 例子 . 
例 1 9 是 实数 域 上 三 维 Euclid 向 量 空间 ,可 定义 日 为 一 个 三 维 李 
代数 . 
证 明 我 们 仍 用 R? 表示 这 个 g, 对 于 R 内 任意 两 个 向 量 ,vs, 定 
义 Eoio] 一 zXz( 向 量 的 外 积 )， 利 用 外 积 的 性 质 , 可 以 直接 验证 换 
位 运算 的 性 质 (1) 和 (C2) 是 满足 的 . 对 于 性 质 (3), 由 于 
Го, Lv v Lv Гоз v1]] 十 EZEZ ,vz ]] 
=u, X (0, Xv -Hu Xv Xv фал X (о, Хоз) 
= (озю, Jv — (о;у, JV + Cow Jus — luva Jwi t vv Jv — wiv Jo = 0. 


所 以 Jacobi 恒等式 也 是 满足 的 ,R’ 是 一 个 实 二 维 李 代数 . 
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例 2 设 gi(n,R) 是 实数 域 上 nnXn 矩 隆 全 体 组 成 的 п? 维 线性 空 
Ega RETER. 

证 明 У X,YEgin, R), EXX, Y]=XY—YX, WAS RE у 
RESE n 维 李 代数 . | 

用 gi(n,C) 表 示 复 数 域 上 nXn 矩阵 全 体 组 成 的 复 n 维 线性 空间 ， 
换 位 运算 与 实 的 定义 完全 一 样 ,gn,C) 组 成 一 个 复 w 维 李 代数 . 

例 3 用 4,_, 表 示 Cn,C) 内 所 有 追 迹 ( 矩 阵 主 对 角 线 元 素 之 和 ) 
为 零 的 矩阵 全 体 所 组 成 的 线性 子 空间 ,4,-; 是 一 个 李 代数 . 

ШВ ”容易 明白 A;_ 是 4.0) 的 一 个 复 好 一 1 维 子 代数 . 

例 4 设 M 是 一 个 zXz CMER ВЖЕ ХМЪМХТ = 0 W$ — 
切 复 nxn ЖЕ ХНА 06. 

证 明 X 和 全体 显然 组 成 一 个 线性 空间 & YX: YEg AA XM+ 
”MX =0 和 YM+MY7 一 0, 利 用 换 位 矩阵 的 定义 和 转 置 矩阵 的 性 质 ， 

СХ,ҮЈМ+МІХ,ҮТ = (XY—YXIM+M(XY —YX) = ХҮМ— 
ҮХМ+МҮ?Х" — МХТҮ" ~ ~ XMY +YMX—YMX" +XMY’=0. 
则 [X,YjEg, 所 以 g 是 一 个 李 代 数 . 

当 M= H ACEL In 表示 mXm 单位 矩阵 , 记 相 应 的 李 代 
数 为 Dn. 
1 0 0 
о о l, 
© 了 0 


B,D 统称 为 正 交代 数 . 
当 M 一 | “| 时 ,相应 的 上 述 李 代数 记 为 Ca,C жан 
数 . | 
А„,В„,С„ 和 Р, 90) Ж 9, 
例 5 设 9 是 实数 域 (或 复数 域 ) 上 3X3 反 称 阵 的 全 往 所 组 或 的 
三 维 线性 空间 .Y Х,УЄд,ЕЎХЙ(Х.Ү]=ХҮ-ҮХ,д#— “= 260 
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当 M= 时 ,上 述 李 代数 记 为 Bu- 


数 . 
证 明 ”可 以 直接 验证 9 是 一 个 李 代数 . 
取 g 内 三 个 线性 无 关 算 阵 : 


оо 0 0 0 1 0 —1 0 
Х\=|0 0 —1!|,Х,=|0 0 0|,Х,= 0 | 
0 1 0 —1 0 0 0 0 0 
0 а b 
Шані Х= | 一 a 0 с|=—аХ,+{%Х,—сХ,. 
-b 一 C 0 


Xi’ Xo X 是 李 代 数 g 的 一 组 基 . 由 换 位 运算 定义 ,通过 直接 计算 可 以 

[Х,,Х,]=Х›,.[Х„,Х,]=Х,.[Х,.Х,]==Х,. 
因而 在 基 Х\.Х,,Х, 下 ,结构 常数 非常 简单 с» = —сй=1,сь=-—сь= 
jci 一 一 ca 三 1 其 余 都 是 0. 

例 6 已 知 g Mg 是 同一 实数 域 ( 或 复数 域 ) 上 的 两 个 李 代 数 ,两 
个 向 量 空间 外 A g У АЯ 9. Фо 也 可 变 成 一 个 李 代数 . 

证 明 ”如果 我 们 引入 о. Фо 上 的 换 位 运算 

ГОО ДЕБ У 

这 里 其 ,XX'Eq1,Y,Y "Eg. 余下 留 给 读者 作 练 习 . g Ogu 称 为 李 代数 
的 直 和 . . 


S3 左 不 变 切 向 量 场 


М 是 一 个 m ЗЕ, СОФ УУС е 的 一 个 可 容许 坐标 图 , 当 
х,у ху 都 在 UV 内 时 ,用 局 部 坐标 表示 ,我 们 有 下 列 了 落 数 关系 式 : 
ф(ху) = (05, (ф(х), ф(у)), (р(х, py) ++. „(ф(х),ф 
(у))). (3.1) 
记 ф(х) = (Tist s In) PO = (бу, s Yn). A F MEFR REA, 
ee, D m 都 是 2m 个 变 元 лао Уо r Ya ЇЙ} CRR. НР xe 二 ex 二 
z: ALAEZ: po ф(е)) San pepa, 00, ASKi Sm RA 
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李 群 M EERE С.ф) БЕЗЕБ рК. 

对 于 M 内 任 一 固定 点 a, 我 们 知道 左 移动 也 EMA M 自身 上 的 
一 个 C“ 映 射 , 且 其 道 映射 L,-: 也 是 C" 映 射 , 我 们 称 这 样 的 映射 工 。 为 
af 到 财 自 身上 的 一 个 微分 同 胚 . ЕЕ Lalat = Lokam IdM 上 的 恒 
等 映射 ) ,从 而 dL.dF.-:==d5.-'dz 一 了 (相应 切 空间 上 的 恒 等 映射 ). 
因此 ,dL 是 了 :Cag) 到 了 -af 上 的 线性 同 构 ， 

定义 3.4 M 是 一 个 za 维 李 群 ,区 是 M 上 一 个 C~ 切 向 量 场 ,如 果 
对 于 M 内 任 一 固定 点 a, 匡 满足 dLs(X,) 一 药 。, 则 称 环 为 M 上 一 个 左 
不 变 切 向 量 场 . 这 里 和 ., 和 -分 别 表示 Х 在 点 zyaz 的 相应 切 向 量 . 

4 X,Y 是 MM 上 两 个 C~ 切 向 量 场 时 ,定义 多 ,7 的 换 位 子 为 [X， 
Ү]=ХҮ—ҮХ. | 

5E Ф МЕНТ СНЕ Х,У 的 换 位 子 [X,Y] 是 М 上 
一 个 C“ 切 向 量 场 . 

证 明 实际 上 ,下 述 证 明 只 用 到 М 是 mx 维 微分 流 形 这 一 条 件 . 令 


U , 史 是 条 内 任 一 可 容许 坐标 转 , 在 这 坐标 图 下 ,Y РЄ, X= 


А рэ (РЭУ, р рЭ у (由 第 一 章 $2 内 C" 切 向 量 场 的 定 
义 , 可 知 2m АЗ Ар, уту p С" 
由 切 向 量 场 X,Y 的 换 位 于 定义 ,容易 看 到 


А, Ү |„= > ГА сву 206-402 a) jz=rp) 一 7; CA эе 022 и ETZE 


аР). | (3. 2) 


ACX. Y JÆ С" 89. 《容易 验证 换 位 运算 的 3 个 性 质 是 满足 
的 . ) 

定理 2 维 李 群 M 上 左 不 变 切 向 量 场 全 体 组 成 一 个 实 m 维 李 
代数 . 

证 明 令 A(M) 表 示 M 上 左 不 变 切 向 量 场 全 体 所 组 成 的 集合 . 我 
们 分 儿 步 来 证 明 : 
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《1) 先 证 明 ACM) 是 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 . 

Va, BER Y Х,ҮЄ A(M), 由 于 对 М 内 的 固定 点 a,dL 是 一 线 
性 同 构 , 则 有 

dL(aX+BY), .=dL,(aX.+BY.)=adL.(X,.)+BdL(Y,) 

=аХ,. КВУ. = aX HRY» 
于 是 ,aX 十 8Y EACM) ,A(M) 的 确 是 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 . 

(2) 现在 证 明 Y Х.УЄ А(М).[ Х,У ]Є А(М). 

上 述 引 理 告诉 我 们 ,;[ 久 ,Yj 是 一 个 C“ 切 向 量 场 .因此 ,只 要 证 明 : 
对 于 M 内 任 一 固定 点 ea,Y ЄМ, жаг Х,Ү1.= (Х,У... 4 х 
定时 , 设 (V ,办 是 含 点 az 的 一 个 可 容许 坐标 图 ,Y fEC”(V), 当 ay€ 
V 时 ， | 

(ҮР, (у) = Үау) ==Ү„„/=41„СҮ„) f=Y,(fL) =Y СЛ) Су). 
那么 ,在 包含 z 的 某 个 开 集 内 ,有 (YA 有 LL 二 了 (并 o), Zi, H ALa 
~=X(fL,), 

CdL[X,Y1)fF=[X,Y] /= (ХҮ-ҮХ). Ў, 
= XAY (SLD YX LƏ] =X YL ]—Ү„ СХЭ1,„ 

=å XD YAL Y XI) =X a YP —У„(Х/) 
= (XYY X)af=[X Y laf. (3. 3) 
由 于 了 的 任意 性 , 则 有 dX Y] =X, Y e ЛОМ К, E 
为 李 群 M 的 李 代 数 ， | 
《3) 最 后 证 明 ACM) 线 性 同 构 于 M 在 单位 元 e 处 的 切 空间 Т. 
(М). 

定义 я. AM) Т.М), тх) = Х,а r 是 线性 映射. У X.E 
Т.М). a€ M,dL (X) =X. A E X. 是 TM) 内 一 个 切 向 量 ,因而 
X. 全 体 组 成 M 上 的 一 个 切 向 量 场 .下 面 证 明和 是 C” 切 向 量 场 ， 

设 (U ,9) 是 含 e 的 一 个 坐标 图 ,Y ECU) Yacu, AM 


dLAX)f 二 Xf; 及 设 Х,= ХА TOR T Ат) 5 


数 ,可 以 得 到 
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过 下 二 二 太志 =) OL) 
=> EUL, G ia 
= эу, fp аф" O] yno 


> HU GH) ,Ga pa) y) yeno 


= > afr 263, 22а? 


Кин ljr 


= о , у) 
=> а» коз (997. 


5 
(х) = ro OSES). (3. 4) 


多 (xz) 称 为 李 群 M 的 变换 函数 ,对 于 任意 ;,j 它 显然 是 元 的 C= 函 
数 ， | 


ID {x У? | 
ду, 


于 是 ,我 们 有 
X= ХАИ Сау) (а). | (3.5) 


所 以 ,XX 在 U 内 是 C~ 的 . 63. 5) 可 以 简写 为 х,— Худа? зт, 

对 于 M 内 任 一 固定 点 x, 利用 L ТАЕ, ЗЕ 8 — 
§ 2 定理 3 后 面 局 部 坐标 的 表示 ,可 知 X.。 一 dL.(X,) 在 xzU 内 是 C” 切 
向 量 场 ,因而 7 是 到 上 的 映射 . 当 x( 久 ) 二 站. 二 了 .二 x(Y) 时 ,可 知 Y aE 
M, X.=d4L, (X) =dL, (Y) =Y., HL X=Y ,x 是 1 一 1 的 . 综 上 所 述 ， 
z Æ AMA T.D EKA- TREAN. HF TMEK m 维 线性 空 
条, 则 定理 2 成 立 . 

М 是 一 个 т 维 李 群 ， ео ИЕЭ МЕ А 
内 ,我 们 知道 , 李 群 М HAREK 


а Я А 
y (т) = у=+гу) 9 


° 42" 


ЊТ СрСе)) = 01, 则 可 知 存在 开 核 VCU ， 在 坐标 图 (V， PP: 矩阵 
ИСЭН ЕСС). Ф 


= а, (3.6) 
j=l j 


则 在 Y 内 任 一 国定 点 处 ,XX:，…,Xm: 是 线性 独立 的 ,在 坐标 图 (V ,gp) - 


内 ,它们 组 成 ACM) 的 一 组 其 ,我 们 称 上 述 六 ,,… , 久 为 李 群 М 的 李 代 
数 的 一 组 (局 部 ) 基 . 当 > 变动 时 ,(3. 6) 左 端的 义 ,, 往 往 写成 X. 

下 面 我 们 介绍 三 个 具体 的 例子 . 

і 设 C' 为 非 零 复数 全 体 的 集合 . 

(1) ЖИ. 在 复数 的 匀 法 下 ,可 确定 C 为 一 个 二 维 李 群 . 

(2) 在 某 个 坐标 图 内 , 求 这 个 李 群 的 变换 函数 . 李 代数 的 基 和 结构 
常数 ， 

解 (1》 C'* 在 复数 乘法 下 ,显然 是 一 个 群 , 且 单 位 元 是 1. 引入 映 
射 8: С". — (0,0), zEC* ,z 二 Tt 十 iy, 令 (2) = (х,у). p PRE 
1—1 到 上 的 ,在 C"” 于 赋 子 拓扑 ,使 得 2 是 一 个 同 胚 ,于 是 ,C "为 一 个 二 
ERAD WIE. Y zzs*EC” zna = amt irz = y H iyz HF zz 一 zi 一 
Zy Hi lezyi ауу») ,可 以 知道 Kerz) = (жу XY Жуу F жуз). H 
而 在 坐标 图 (C* OF READ, Crt), Ors у)) = тру Tay 
Ba lrir) y DN S ny tany EARD: 05, Æ С°. 群 C' 的 单 


её И РАДИ БОГ ДЕС На Pe 
WE 1,24 z=rtiy В, лт; ee i = p(x гу 


* sy а А 
Серу урур, Ж.С” ВЕ НОКТАГА С.С" Е 


一 个 二 维 李 群 . 


(2) gi x 9) 2210010), Олу) 


[о уреа. 21 , 


1 
д А з $ , . 
ВСС) а | 
а £ э » 4 
(баулу) 22 1200012730) Олу) ч ч) 12322) [осиру соу 273 
8 1922), Ш 
EUn rp) за | 
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因此 , 李 代 数 的 基 为 
Ку=лх, 二 十 zx 过 ,一 Xz 让 +=; эт А 

由 直接 计算 可 得 [Xi X ]=XX— х,ху=0. 结构 常数 全 为 零 . 

在 引入 例 2 之前, 我们 先 讲述 十 列 定 义 。 | 

ЖМ3.5 gi'gs 是 两 个 李 代 数 ,如果 存在 线性 空间 和 到 о, 上 的 线 
性 同 构 x, 使 得 Y Х,ҮЄ Ө. яГХ,У] = [я(Хә),я(У) ], Ш оф Ж. 
李 代 数 同 构 的 ,或 称 李 代数 g 和 9, 是 同 构 的 .如 < 仅 是 保持 李 乘 积 的 
线性 映射 , 则 称 x 是 g; 到 g 内 的 同 态 . 

例 2 求实 一 般 线性 群 GL(n,R) 的 李 代 数 . 

解 Y XYEGLa, R), W Х= (х), Y= (у) (1, ал). 从 第 
#8101 中 GZCR) 的 局 部 坐标 可 知 乘法 函 教 为 


Dal AX) AY) = узчу Okna), 


GL《n,R) 的 变换 水 数 为 
atp ‚Ф(Ү)) 


|r- 1, = адды, 
(Ss, SAn) 5 
李 代 数 的 基 ( 以 下 和 等 都 在 POOR ,省略 干 标 СХ). ) 为 


Ие СФСХ )) == 


PN ik ЕСЕК 
х„= Уу ХХ») 2 


于 是 ,我 们 有 | 
[Xass Хь ]=Х,Хь--ХьХ, 
= uX u uX us 
АЖ 52 А (п, ЗЕ л" 维 李 代数 ,其 基 是 矩阵 EASi, 
<n) ,这 里 表示 第 i 行 , 第 j 列 元 素 是 1, 其 余 是 零 的 矩阵 . 很 明显 ， 
ГЕ, Ен ]=Е„Ен—Е„Е„ 
=a Eu —8,Еһ. 
我 们 作 GLCn,R) 的 李 代数 与 Wn,R) 之 间 的 一 个 线性 映射 + ,使 得 
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RCX DSEK Kn). 由 于 
х Xs, Xu] =n uX a — Xu) 
= uA (Xu) — Oun Xu) 
=u Eu u En j 
=[Е,, Eu ]=5 [rí Xa) nl Xu) 
因此 ,x EFA Н] Й [А], MARTWE RARER GLG, В) 
李 代 数 是 a К) ,这 是 由 于 对 于 同 构 的 两 个 李 民 数 ,我 们 往往 不 加 区 
ЖЯ. | 
' 例 3 求证 :Abel 李 群 的 结构 常数 全 为 零 . Abel 李 群 是 一 个 李 
群 ,又 是 一 个 可 交换 群 . ) 
证 明 例 1 的 C' 就 是 Abe 李 群 . | 
取 Abel 李 群 M 的 含 单位 元 e 的 坐标 图 (U ,内 ， 当 Tryr*ryEU 时 ， 
由 于 M 是 Abel 群 , 则 有 xy=yx, 用 局 部 坐标 表示 ,乘法 函数 有 关系 式 
Gp Фу)? = Cy AT ASi), 
记 фл) = (ту,-ә›хл„)+фбу) == Су, Yn) 李 群 的 变换 嚼 数 为 
срт) = ЕСЭ Э?) |, 
则 有 
WH) IDP 
дг; =. ду,Эт, = 
FØ х)) |... 
ду,ӣх; ү 
а Су)? 
е та ОЯ 
RT {ЕР 2,3015, ут) Н 


5 9 
х= Эйут) у (а). 
LX: X; == Х.Х, — Х,Х,), 


= 21 рст) СӘ? 


меке уа 


一 点 (PCz)) 2-60). (3.7) 
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由 于 ф(фе))=д, e ЖШ х=е 处 计算 ， 


(3.7) 左 端 = 2 (г), 


4 


ИИК АС ОЭ» WPT Ba， 
(3.7) Э ы еы edr ОЕШ 


所 以 ,对 于 任意 isj ROSI рё т?) ,一 0。 


$4 单 参数 子 群 


实 直 线 К 是 一 个 一 维 的 Abel 李 群 , 设 MM 是 一 个 yx В О» > 
DWF F 是 R 到 MM 内 的 一 个 浸入 ,而 且 F LER R 到 群 M 内 的 一 
个 同 态 , 则 FCR) 称 为 М 内 一 个 单 参数 子 群 ,F 简称 为 R 到 М 内 的 一 
RAAS. 


Ж 及 的 (局 部 ) 坐 标 为 +, 首 先 ,我 们 证 明 d EEE M ER 


” 数 4GW) 内 某 个 左 不 变 切 向 莉 场 和 在 RCR) 上 的 限制 . 


换 句 话 讲 ,我 们 要 证 明 对 于 R 内 的 任意 两 个 团 定 实数 和 ,成 立 
dkr FEUD авс (а +25). а) 
У FECE Gtt) ;我们 有 


а а 
dlru dF DFS деу 


= 4 А УЕ) Е) = LEUD) (ORP 
-D 


a а-ны) 1 = [r= te 

=ак‹%. zt 42,))/. 
由 于 了 是 е Ct 十 #2)) 内 的 任意 函数 , 则 (4. DRZ- EA DAR А, 
一 0, 由 dLros 是 了 .CM) 到 了 row《M) 的 线性 同 构 可 知 , 当 ЕС, (02056 
0 时 ， ағ СЗ. 142220. 在 上 述 证 明 中 ,我 们 只 用 到 下 是 C™ 映 射 及 下 是 
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同 态 这 两 个 事实 . 因此 ,具有 dF( 人 下 (0)) 尖 0 的 C“ 同 态 Е 一定 是 浸入 
[Б] Ж. | 

在 М 内 取 含 单位 元 е 的 一 个 可 容许 坐标 图 (U ,9) ,局 部 坐标 记 为 
(T1 sIn) 下 (R) 是 М 内 一 个 单 参 数 子 群 ,因而 有 60, 当 1E (є, 
ӨН{.,ЕСЧӘЄН ЗП AFUN =T Er ) =). 另外 ,从 上 面 氢 
述 ,我 们 知道 | 


4 3 
dP) = ЗАЗ, | (4. 2) 
因而 ,有 
ОУ > a, (4. 3) 


:关于 单 参数 子 群 ,有 下 述 存在 定理 . 

定理 3 对 是 一 个 za EFR). EST. (MD 内 一 АЗЕ [г 
Х.,—= Ө М 内 唯一 一 个 单 参数 子 群 FCR) ,满足 ағ) (0))=Х,. 

证 明 k MARAT e нЕ (О, D, КТЕ Р, X= 


Хд эр (ез, Е ЖОЕ МО ССО) КЕР к= azn) ple) = 
Ceist sen) › ЖЕ РА ҖЕ ЛЕ (ж, у) = (05, (х,у), 27, (х, у)), 8 т 
== (т, „°*' Жы) У Суто" 5 5н). 特别 注意 А, 不 全 为 零 . 

考虑 下 述 常 微 分 方程 组 ; 


| Уми) ， 


№20 时 ,zx 一 ee(< sm ). 
首先 ,由 常 微分 方程 组 解 的 存在 性 及 唯一 性 ,有 常数 0220,46 (一 56， 
DRN, FRAU. DAC), En EPU). 590) =! 
(х), Enlt) ,g(t)EU ,显然 g(0)=e. 于 是 我 们 有 С° в: 8} g: 《一 
,0)——UCM., 下 面 证 明 当 tistsstitts€E(—8,0) 时 ， 


glt dgl) =g(t) 十 zz)， (4. 5》 
Be 为 自 变量 ,aa 固定 ,要 证 明 (4. 5) ,实际 上 只 要 证 明 : 


《4- 4) 
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Bg) PE E ТРЕТ (4.6) 
我 们 考虑 常 微分 方程 组 : 


f=] И (4. 7) 
1,0 ffr =r) (Rm). 
А Те tt HAE ze(T) 满 足 方程 组 (4.4), 有 


gt n =} йс). 
й Н.У = 0 СИЕ И г.б.) аА (1<Е< т) НДЕ. 
方程 组 (4. 7). 

取 t;E( 一 6 ,8), 使 得 当 所 十 扣 必 十 大 十 GE( 一 98,3) 时 ,由 于 群 的 乘 
法 满足 结合 律 , 可 得 他 (F920) ,BgG12)) KgCay)))》 
= 05,007 09602, )), 0962,00) ,9(903))), (4. 8) 
上 式 两 端 对 z(t;) 求 导 , 并 且 取 zs 二 0, 则 有 


SEAC CER- CIAD 
Э a MAD) 


O SPD AJR) Ag). (4.9) 
利用 (4. 9) ,我 们 可 以 看 见 
ADLAI AID ул IDLA) AI) , dalt) 


dt, j=l ах,(—,) dt; 
221, Ca) eE), 
-> кы Agi CPG) 
= ив ай Ээ, D). (4.10) 


m H t= 0n}, „Себа AG = х, (6), 2, 2, Сф(9С 0), 
PANASS mM Ы) 2.6242) (1 二 2 全 mx) 一 样 ,满足 方程 组 (4. 7). 


由 党 微分 方程 组 解 的 唯一 性 ,可 知 (4.6) 成 立 , 于 是 我 们 有 等 式 (4. 5). 
APIE oA OLL RENE MRNA AE Ao: 


— ô, ĝ)>UCM 是 一 个 温和 ,而且 当 t ‚А tt E (— 8, 0H, gag 
(2) 二 g(t 十 12), 令 F:R>—M, 3%} К PE — E E 6 ti 首先 存在 NE 
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Z, ,使 得 六 :E (一 8,6) ,PFCGD) Гос) 27. 由 第 二 章 定理 13 的 证 明 可 
知 下 的 定义 是 有 意义 的 ,而 且 下 是 群 R 到 群 MM 内 的 同 态 ,F|.-s.s 二 g. 
因为 李 群 M 的 乘法 映射 是 C~ 的 ,所 以 是 RR 到 Мр СВЯТ. 5 
外 ,在 坐标 图 (U DA, 


а 
dF СЛ o= bon > 00 эч) а, 


|;= ЕР (е) 


а; 


= эа эг (е›= Х.90. (4.11) 

因此 ,EF 是 R 到 M 内 的 一 个 浸入 同 态 ,F(R) 是 M 内 的 一 个 单 参数 子 
群 . 

最 后 证 明 唯 一 性 . | 

ШЕН ВЛАЕ.» М, ағ" с (03) -х,,# 
们 取 含 М 的 单位 元 е HAERE О.ф) ,在 这 坐标 图 中 ,两 个 单 参数 
子 群 FCR) 与 F"(R) 对 应 同一 个 常 微分 方程 组 (4. 4), 因 而 与 8* 在 
的 同 态 性 质 可 以 知道 :Y ЄК, РО) = Е" (t). 

下 面 举 两 个 单 参数 子 群 的 例子 以 结束 本 节 . 

例 1 求 非 零 复数 全 体 组 成 的 李 群 C* СИ ЖЕЕ $ 3 ADHERA 
参数 子 群 . 

ж ”从 本 章 83 例 1 可 知 ， FHC 是 由 一 个 坐标 图 (C ‚щй 


ю.нсвамаваа 7 Р “|, 国 此 ,我 们 可 写 出 求 单 参数 于 
群 相应 的 常 微分 方程 组 : 


一 一 人 Za + Аду И 


当 # 二 0 时 ,z==1,xs= 二 0. 
这 里 页 с 2= х, іх, H34 t=0 hfz =1. ШЖ 
ах ах; A 
а ағ -i dre АНА, 
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”因此 ,积分 上 述 方 程 ,有 
z=ęe® tH (-—со<1<Соо), 
Е(2) =еч +) ел (cosà +isindt) 

是 CC 内 全 部 单 参数 子 群 . 

例 2 求实 一 般 线性 群 CL(Ca,R) 的 所 有 单 参 数 子 群 . 

解 X 为 任 一 个 固定 的 实 nXxn 矩阵 ,考虑 下 述 些 阵 级 数 : 

LTX+ 坪 Exp + х => 
4 Х= (т, ас тах „чы, 由 于 


之 н, ;=6y 十 zy 十 机 н 


Fii PEEN PE E ET (4.12) 
上 述 无 穷 级 数 被 下 列 收敛 的 强 级 数 所 控制 
Sj stotine 十 … +" +, 
所 以 级 数 (4. ee Ей 
Е 2 хе, | (4.13) 

е 是 有 意义 的 矩阵 . 

如 果 两 个 矩阵 六 和 YY 的 乘法 可 交换 , 即 XY 二 YX, 则 我 们 有 关系 
R: 


15 


ех . e =e, (4. 14) 
取 Y 一 一 X 《4.14) 变 为 


ex se 一 e? 一 了 ， 
那么 ,exE СІ. (п, R). 
定义 也 :R>GL(n,R),F() 一 e 人 ,这 里 是 固定 的 实 nXn ДЕЗЕ 
РЕ, Та X= (т). 


H (4, 14) 可 以 看 到 {Чам,ьЄК, | 
ЕЧ ЕЧ»)=е"* е еч sent F t +2,), 
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Е 是 同 态 - 

从 第 一 章 3$1 例 1 知道 ,在 坐标 图 (GL(n,R),) 下 ,ple R ij 
项 等 于 
Ò: ша е +2 pI ee ри Т > и Ta Td ани .., 


Н Е ж ш. 由 于 ry ажаа, вн Е #Æt=0 处 
的 秩 是 1, 所 以 ,F 是 R 到 GL(n,R) 内 的 一 个 浸入 同 杰 ,F(R) 是 GLGn， 
R) 内 一 экти. 


然而 ， GL(n,R) 内 的 任 一 单 参数 子 群 由 dP (о))=Х,= уз 
эс. СОТНЕ Е. Ф Е" К-С бп.) Е (=e X = (л ),Ж 
么 ,由 上 面 的 叙述 可 知 ,F"(R) 是 GL(n,R) 内 的 一 个 单 参数 子 群 ,而 
Нарт со) Dai ZOX AAF Е. 


综 上 所 述 ,GL(n,R) 内 的 任 一 单 参 数 子 群 都 是 下 述 形 式 ;F;R 一 
GL(n,R) ,F(t) 一 e*, 这 里 关 是 固定 的 实 nXn 非 零 窍 阵 . 


35 指数 映射 
M EA m RER, ADE М 的 李 代数 . 在 ACM) 内 固定 一 组 


Ж Ху, Xn Y ХЄ ACM), 则 有 唯一 的 分 解 X= DAX #11 № 
Ф. АСМ)» К" СХ) (Ау, 665, А), АСМ) БРИК, 18 Ёё Ж 
AMORAJ К” Ев Е, СЛОМ, 6 ACM) 的 一 个 坐标 图 , 李 
代数 ЛМЕ т 维 微分 流 形 . 

给 A RES АЗЕ Х.М 定 有 孜 一 一个 单 参 数 子 群 
ЕККУ E арс (0))=Х.. 从 本 章 84 常 微分 方程 组 (4.4) 可 以 知道 ， 
当 和 一 0 时 ,CR) 一 ,为 以 后 叙述 方便 , 称 它 为 退化 的 单 参数 子 群 . 不 
$ 和 是 非 零 左 不 变 切 向 量 场 或 是 零 切 向 量 场 РСК) КУН Х 生成 
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的 单 参 数 子 群 . 由 于 F(R) 依赖 于 及 ,因而 可 以 写 FG)==GG,X). 

对 于 AOD ARERI X A R 内 任 一 固定 的 实数 *, 我 们 来 证 明 ， 

Y tER,GU,sX)=G(st, X). (5.1) 

当 s 一 0 或 X=0 时 ,上 式 左右 两 端 都 等 于 e. 下面 考虑 7-0 H Х 
A0 的 情况 . | 

F'OGO RRA sX 所 确定 的 单 参数 子 群 ,满足 

dF* (2 (0) ) =sX,. 

S LE =, СС, Х) = Е) = ЕЧІ,а)) = Е"). 显然 ， 
F’ (ROEE М 内 的 一 个 单 参 数 子 群 . 而且 

ағ" * È (05) =ағаг, CE (0))=dF(s 9. (0)) 


закс (02) =5Х,. 


UFE GOF (4) ,等 式 (5. 1) 成 立 . 

TAHERE ENX AM exp: ЛСМ) = М,ехрХ = С(1,Х) 
=F). 首先 ,我 们 有 | 

定理 4 h mn EER MAHERE ACM) 内 任 一 左 不 变 急 向 量 场 
大 所 生成 的 单 参数 子 群 F(R) 满 足下 述 关 系 式 ;Y ER РО) =ехріХ. 

证 明 由 X 一 0 生成 的 单 参数 子 群 是 下 (R) 一 ,因而 ,VER， 
ехріХ =ехрд = F (1) =e =F (1). 当 Х50 时 ,由 等 式 (5, 1) 容 易 看 到 : 
YsER, 

ехруХ =G(1,sX)=G(s;,X)=F (s), 
把 s 换 成 :, 即 得 定理 4. 

从 常 微 方程 组 (4.4) 的 解 光滑 地 依赖 于 初始 参数 ( 术 ,…,.), 及 利 
ШОХ 5 Х, 的 关系 我 们 知道 :存在 R 的 一 个 开 区 间 ( 一 e,e) 和 ACM) 内 
US о АФ У, UE С: (є, ХУМ Е С°. 

如 果 s<2, 则 一 定 有 &E2Z+ ,使 得 各 >2, 由 于 等 式 (5.1) ,因此 我 
们 可 以 收缩 УУС фСУ)) ,并 可 以 看 到 GCC—keke) XEV) 
一 CC 一 cs) XV), 因 而 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 >2. 


M,N 是 两 个 同 胚 的 微分 流 形 , 如 果 这 同 胚 是 一 个 CC“ 映射 ,而 且 逆 
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岗 射 也 是 CC” 的 , 则 我 们 知道 ,这 个 同 胚 是 微分 流 形 М 各 М 之 间 的 微 
РЇ. 

关于 指数 映射 的 另 一 个 重要 结论 是 下 述 定理 . 

定理 5 » 维 李 群 М 的 李 代 数 ACM) 内 一 定 存在 一 个 包含 0 的 开 
hR W, EI exp EW 到 MARU БА ТЕ. 

证 明 h БЕЖ ВП, {РЕ e2, M C RS Gee) 
XY 一 > ,而 及 ,对 于 Y 内 固定 的 和 ,有 GCC 和 X) 一 exptiX ,这 里 上 GE ( 
一 sie). 由 于 expX =С(1,Х). АС СВА 139 ,ехр.У 一 >M 
E Cot. 

V ХЄАСМ) ,首先 一 定 能 找到 АЄ2, ,使 得 XEV expX =F) 


=[ЕС I= (exp FO ЖШ ЖЕШ M ЯЕ ЦА E C HT 


得 exp;ACM) 一 >M 是 上 上 映射. 

由 于 AMOR M 都 是 т 维 微分 流 形 ,如 果 能 证 明 dCexp)(CTo(C4 
СМЭ?) =TM), П: 9 exp Œ ЛСМ) ВУ О АЕ т. 由 隐 范 数 存 在 
定理 ,存在 一 个 含 0 Е W, ER exp EWE MARU 上 的 一 
个 微分 同 是 ， | 

首先 ,ToCACM)) 是 由 在 0 点 处 取 值 的 所 有 的 方向 导数 所 组 成 的 
т 维 线性 空间 . 


у Х,ЄТ,(М›, ЖМИ & е BEAU ,p) X= злу (е), 
在 AMDE Х,= Со) = Кун X 生 成 的 左 不 变 切 向 量 场 为 六 
= АХ, 再 定义 TCACM)) 内 的 Dx(0). У ЕСС (0),Dx(O)F 一 lim 
--[Е@Х)—Е(0)]. expt X= (r t)r san (tD) ,和 Y ЄС" (е), 

d (exp) (Dx (0)) f= Dx (0) (fexp)=lim 二 [KexptX) — /(ехро)] 


d Aogas 
=p eA] а-о УР (фехр;Х) || 
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77 x а{Ф71(фехр.Х)ат,(Ф) Е 5 9 o 
= 2.1222 EA l=0= 22А Bf Х.Р. 
由 于 了 的 任意 性 ,可 以 知道 
а(ехр) 0х(00)) =X.. (5.2) 

所 以 ,一 个 m 维 李 群 M 内 存在 一 个 含 单位 元 е А О, фә, 内 
的 点 都 可 写成 exp ЛАХ, FI p Cexp ZJAX:) = Oys tts , 称 坐标 图 
(U ,Pp) 为 第 一 类 规范 坐标 图 ,或 法 坐标 图 . 

利用 定理 5, 我 们 可 以 建立 定理 6. 

定理 6 Кт ФЕ М 内 的 连续 同 态 是 C™ 的 . 


证 明 取 避 的 李 代 数 A(M) 的 含 0 的 开 凸 集 开 ,使 得 指数 映射 
exp 是 WW 到 M 内 开 核 U 上 的 微分 同 胚 . 


У rEexp 过 WW, 则 存在 叭 一 一 个 XE 三 W, 使 得 ехрХ =z, {E exp 


Iw 内 ,有 唯一 一 个 ?满足 =x. 显然 ,yexp 5 Х,у WA х FN 


根 . . 
因为 是 R 到 MM 内 的 连续 同 态 ,利用 的 连续 性 ,能 选择 常数 。 
о, 804 | | ев, / 4) Eexp 3W. 由 于 Fe Єехр Lw, mite 


一 一 个 YE 去 多 ,满足 Fe) =ехрү. 而 LA( 广 加 了 了 一 Fe 一 expY 一 (exp 
Туу, НН Се! exp EY 都 在 exp IW 内 ,因此 利用 平方 根 的 
唯一 性 可 以 得 到 :f( 志 6) 一 exp У. 利用 数学 归纳 法 ,对 于 任意 自然 数 
nH SGO =e AY. 由 了 的 同 态 性 质 ,对 满足 一 2"<m* 27 的 整数 


m* ,有 A 09 二 exp 二 广 再 利用 f 的 连续 性 和 有 理 数 集合 { 王 ЕЛ |а 
Zs =P к SPm EE7Z} 在 [一 1,1] 内 稠密 可 以 得 到 :Yt" ELi, 
1], 77 е) ехрг'У. $ t=t" e WE (2) =ехр 二 了 ,但 exp ŻY 关于 上 
Ж CHMA SOE Ce D EECA. 因为 了 是 同 态 , 所 以 了 在 
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R 上 是 С. 

E F Em EER ME n 维 李 群 N 内 的 C“ 同 态 , 则 对 于 М 内 任 
一 单 参数 子 群 expt 了 X,F(exptXX) 是 NN 内 (包括 退化 情况 ) 的 单 参数 子 
群 ,因而 我 们 可 写成 下 (exptX) 一 exptY iX E Y EAN). ШЖ Y ЖН 
dF (X. ERW Y 为 dF(X). 下面 一 个 定理 是 经 常 要 用 的 . 

定理 7 Рт MEn EFEN Ж 内 的 C" 同 态 , 则 对 于 MM 
内 任 一 单 参数 子 群 exptX ,FlexptX}= 二 expzdF(X). 

证 明 由 于 存在 YEACN), 满 足下 (lexptX)= 二 exptY ,所 以 ,关键 在 
PHE Yo, SAF CX。). AN 内 含 单位 元 ex 的 坐标 图 (V ,J), 和 MM 内 
含 单位 元 ем ВААР (О, Ф). (VV ,四 的 局 部 坐标 是 Gy;…,y,),(U ,9) 
的 局 部 坐标 是 (zi ，…,zw) ,并 且 ЕЧЛСУ. 

在 局 部 坐标 下 , 记 gyFg art, En) = С (x Xn) 7, 
(ziy…yzr))， Ф(ехреХ ) = Cr (t), + ,Tn(t)), 


设 X. Ку. эбе) ,利用 第 一 章 $ 2 公式 (2. 2), 
dF (CX) = > > З оар Cen) 


АЧ daz, (t 923, 
222) zD озу Сем) 


本 dpenpeX)) 


с= | 


oy (ем) 
=Y, 
Hm Y=dF(X), 
Е(ехрХ) =exptdF (X). (5. 3) 
ТЕПЕ EA 6, 用 一 般 李 群 代替 К. 为 此 , 先 作 一 个 准备 工 
作 . 
定理 8 M 是 一 个 т 维 李 群 ,在 1M 的 李 代 数 ACM) 内 一 定 存 在 一 
个 含 0 的 开 集 V, 使 得 映射 л‹АХ, БАХ, + БАХ.) = 
ехрА,ХехрА„Х;-ехрЬХ„ ЖУ A) М 内 开 核 x(V) 上 的 一 个 微分 同 
Ш. X Xn 是 A(M) 的 一 组 固定 基 . 
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证 明 我 们 知道 ,ACM) 是 一 个 m 维 微分 流 形 ,坐标 图 (ACM) ,y) 
满足 ФАХ, БАХ, 6 БАХ) = (А.А =, An). 利用 指数 映射 和 李 
PREH СВЕТУ ВНЕ , r E ACM) 到 M 内 的 СЕН. 取 М 内 含 单 
位 元 e 的 第 一 类 规范 坐标 图 (DU,p) V 是 ACM) 内 含 0 的 开 集 ,满足 x 
VOCU. EU pN ‚ Ж ТЕ РН ЖП У ф,(жу)== (Dila ,PC(y)),…， 
DnA ,Cy))). 因而 映射 x 导出 局 部 坐标 同 的 对 应 : 

Флур Nh А.) =p (ехрА Х,ехрА,Х; "+ “ы )》 ` 

= (Øi B “УШ, ` 

注意 到 p (ехрА,Х,)== a0, 0) sp С(ехрА,Х,)= (0,А,,0, 0), +, 
д (ехрЬХ„)=(0,.+,0,А,), ИТ т E X= 0 处 的 Jacobi 矩阵 是 

ай, әй, Du 

А ӘЛ, ЭА, О | | 

өө - 2 а=, оп Хэт PERE). 

ай әй; . Dn 

以 。 дА„ 9А, yem rå) = (0, = 0) | 

由 隐 函 数 存在 定理 ,一 定 存在 ACM) 内 含 0 的 开 集 V ,+ 是 V 到 MM 
内 开 核 <C(VY) 上 的 一 个 微分 同 胚 . (x (VD ,gr-!) 称 为 第 二 类 规范 坐标 
图 .x (V) 内 任 一 点 都 可 以 写成 exphXiexphzX: --- ехрА„Х„, фт! 
(ехрА,Х,ехрА,Х»,#+ехр\„Х„)=(А,,А‚,,++*,А„) 

现在 ,我们 可 以 推广 定理 6 了 . 

定理 9 下 是 m 维 李 群 M 到 x EEREN 内 的 连续 同 态 , 则 F — 
жж С". 

征明 取 MAAA ex 的 第 二 类 规范 坐标 图 (UJ， Ф). Е 限制 
ЖОЖ, пува] 
FlexpA Х,ехрА;Х, "--ехрА, Х„) 
= Е(ехрА, Х,) Е(ехрА, Х,)·ЕҒ(ехрл„Х,„). 

S GAD = Е (ехрАХ,) ASi Sm) MAEM 6,6, ЖРА Ж С” 
的 ， 前 式 右 端 关 于 A 当然 也 是 C ”的 , 同 态 Е 在 U 上 是 С° „АА 
而 可 以 推出 本 定理 . 


从 定理 9 我 们 知道 ， 如 果 两 个 李 群 作为 拓扑 群 是 拓扑 同 构 的 ， WE 
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们 是 微分 局 构 的 . 

作为 指数 映射 的 一 个 应 У, 利用 第 二 章 定理 13, 我 们 讲述 Abel 李 
群 的 分 类 定理 . 

定理 10 m , 维 连通 Abel EP M 微分 同 构 于 R XT OLsam 
和 ml). 

证 明 取 MM 内 第 一 类 规范 坐标 图 (U ,gq), 因 而 存在 ACM) 内 一 个 
会 0 的 开 集 玉 ,exp 是 WW 到 UU 上 的 微分 则 是 .由 于 ACM) 可 看 成 拓扑 
FHT R” 的 Abe! 拓扑 群 , 如 果 能 证 明 exp: A(M) 一 = 是 一 个 同 态 ， 
则 К” 5 M 是 局 部 同 构 的 ,利用 第 二 章 定理 13, 可 以 知道 М 是 拓扑 同 
WF К ХТ" OS Sm). 由 定理 9, 邑 得 到 定理 10 的 结论 . 

要 证 明 exp: ЛСМ) —»+ М 是 同 态 , 即 要 证 明 :V Х,У Є АСМ),ехр 
(X+Y)=expXexpY. H T M 是 Abel 李 群 ,下 面 证 明 : 对 于 M 内 任意 
两 个 单 参 数 子 群 exptX 和 expitY ,有 关系 式 : ч ЄК, 

exptXexp:Y =expi (X +Y). (5.4) 

QEG) =exptXexptY ,下 显然 是 R 到 对 内 HORA, VAER, 
FG +t) =exp(titts Xexp (tt)Y 

=ехрі, Хехрг, Хехрг,Уехрг,Ү 

=ехрг, Xexpt Y expt: XexptsY 

=F 4, )F U), 
因而 是 一 同 态 ,F(R) 是 MM 内 的 一 个 (包括 退化 情况 ) 单 参数 子 群 ， 即 
存在 ZE ЛОМ), 

exptXexptY = ехр/7. 

如 果 通过 计算 ,我 们 能 证 明 Z. 一 和 .十 Y。 жиш AMST. (мо 
同 构 关系 ,可 以 知道 7=Х+Ү. 

在 坐标 图 (UU ,gp) 内 , 仍 沿用 以 前 局 部 坐标 和 乘法 函数 的 记号 ,而 且 
іс p (exptX) = Cy (#),°+-, у, (20), д (ехргУ? = (2102), esem) HB 
么 ,我 们 有 no 


7 E dØ: (Ф сехр p (expr Y)? 2 


|-°э Се) 
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_5] У; ID: (Ф (ехр.Х) A expt dy, (0) 
та E шекер зе в бел А 0 а еа 
í=} j=l ду; 2) 


У? 03, Cp Cerpi p Cerpi) de ЧЭ 2 (у 
ET дє (2) “бал, 


十 


Вуз ч „о. ч? 252-60) 
=X. +Y.. 
所 以 ,有 等 式 (5. 4) , 令 上 一 1, 则 得 exp 的 同 态 性 质 . 


$6 微分 形式 


Ў М 是 一 个 т 维 的 微分 流 形 ,U 为 М 内 的 一 个 开 集 ,Y PEU ,给 
ЄТ; М). ДЖО 上 wj 的 集合 为 避 上 的 线性 微分 形式 w. 

(V ,WD 是 М 内 含 p 的 一 个 可 容许 坐标 图 ,为 了 书写 简便 ,在 本 节 ， 
我 们 等 同 V 与 ФУ), РЕС" (7) 等 同 C”(2(7 7)). 由 第 一 章 $2 公式 
《2.4) 和 (2.5) 可 以 知道 ,¥Y EVT? (M) 的 一 组 基 是 局 部 坐标 rz，…， 
хь 的 普通 微分 dx. ,… ,dz 因而 限制 在 UNV 内 ,w 可 以 写 为 


w= 22а), (6.1) 
有 时 w 还 可 写成 о(х,.дх), AE T= (лу, л) ECEUNV. WMF а (о) Є 
C UNV), Ш о UNV 上 CC” 的 线性 微分 形式 . 如 果 有 一 族 坐 标 
к ,天 标 邻 域 的 并 集 材 盖 避 ， 而 在 每 个 坐标 邻 域 与 的 非 空 交 集 上 ,ww 
都 是 C” 的 线性 微分 形式 , 则 称 w 在 以 上 是 C7 的 . ШЖ» О 上 的 C” 
线性 微分 形式 ,和 X 是 5 上 的 C7” 切 向 量 场 , 那 么 很 容易 看 到 只 ( 闷 ) 和 
C° (U), XEN TEU oX) (х) =, X). 

WE 5,6 ÆU ЕА СВ, 我 们 引入 一 个 运 

算 , 外 积 A, 写 

w=w A АФ,» 《6. 2) 
Y TEU,Y Xi Xun ETM) ,我 们 定义 
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20,69, s5 wC Xar) 
о Xt ‚Х)= М5 5 Б (6. 3) 
Wia X ia) fs WCX ir) 
SISH RERE. 这 里 , 称 w 为 U 上 的 (单项 ) 次 微分 形式 , СА) 
次 微分 形式 之 和 也 称 为 次 微分 形式 . 有 时 ,我 们 也 写 内 一 wzA… 
Ааң.. 


在 一 个 坐标 图 内 , 令 


w; 一 Fay) dr; {6. 4) 
则 我 们 有 
w= 2] а, Ст) чам, CT) dri ААда, (6-5) 


Hda 


又 如 果 ( 单 项 )r KADEA =w Л Ло ,这 里 ,wi (Саг) О 
上 的 CC 线性 微分 形式 ,定义 
олу = 0 Л Ла, Ло А Ло; . (6.6) 
从 (6. 3) 的 定义 ,很 容易 看 出 外 积 А 具有 以 下 两 个 简单 性 质 ， 
”外 积 A 的 性 质 

(1) 对 于 上 述 w 与 X,wAX= (一 1)”XAw; 

(2)》 当 之 m 十 1 时 ,次 微分 形式 о 必 等 于 0. 

证 明 ”性质 (C1) 利 用 行列 式 的 行 互 换 可 以 得 到 , Ж) Т.М) т 
ЕЗ АРЕ Z ја], 2и kamt 时 ,和 ,和 必定 线性 相关 ,(6. 3) 右 端 
为 零 , 从 而 о. 006 重 线性 空间 T,(M) 上 的 零 对 数 ) 即 得 到 性 质 (2). 

FARE Sm. 

我 们 规定 U 上 的 0 次 微分 形式 是 UU 上 的 С°. ВАХ: / 
Є С° (U), Аа јо. 

我 们 知道 ,在 坐标 图 (V AR Yg EVT; (M) 的 基 是 ат, т, 
dan: H А(М›Ж РТ ЯВ ах, de Лак, (13,6 ат, ал," 
ах, 理解 为 局 部 坐标 zt ，… ,x 在 点 4 的 微分 ) 张 成 的 实 线性 空间 . эц А 
=? 时 ,由 于 drAdri= 一 driAdzi( 见 性 质 (1)), 则 ДСМ Сї т 
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(т 1) Аах, СК. 下面 证 明 timme tanini 


< DERE. 如 果 有 实数 入 满足 之 ,hndz Adzx, 一 0, 取 2 KOA 
MLD, 那么 


2 2 2 
фе hdrAdz( EOD. 


= Х,а, дада) 
О ДОМУ О-у оя — 1). 完全 类 似 地 ,可 以 知道 ;所 有 ах, А 
Лат, Се) Д СМУ) — 8, ОВЕ 

对 于 (Y ,内 内 的 任 一 个 2 次 微分 形式 


w= È f adzddz, 


= >, 和 人 
A 9,00) == 7,00) filr), 那么 有 


Тр: ЭСТЕТЕТ 


一 жен Adz; 


这 里 Өй >и} 称 上 述 过 程 为 下 指标 反 称 化 . 推广 到 次 微分 
形式 , 设 


a= > а-у CT) dr A Айту, (6. 7) 


Аз 


这 里 ww ЄС" СУ). 引入 下 述 记号 
pedi 0,， 方 ,…: 产 至 少 有 两 个 相同 ,或 和，… ЖЕ лн 的 排列 ， 
= s dorri Е Jotto je 的 偶 排列 ， 
1,4,0 是 Ло} 的 奇 排列 . 
Ау | (6. 8) 
利用 A 的 性 质 (1), 可 以 看 到 
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o= >] 2] а ap Ddr A Aday: 


абтар уне 
Фб) =, p> а, Сх), 这 里 ,5-Cr) 关 于 下 指标 反 称 ， 
于 是 ,我 们 有 
ws Ху баа А-А, 
ір јот 
=. > bh (x) dz Аал, (6. 9) 
与 外 积 紧密 相 联系 的 一 个 重要 算 子 是 外 微分 算 子 d, 首 先 ,我 们 建 

立 微分 流 形 上 外 微分 算 子 的 存在 定理 . 


定理 11 M 是 一 个 m 维 的 微分 流 形 ,在 M 的 任 一 开 集 上 存在 
肉 一 一 个 映射 d 满足 下 述 性 质 : | 

A) Y 4,pER, 以 及 U 上 任意 两 个 微分 形式 о, Х,а) = 
Mut рах; ү 

саж БА ККИ w 映 成 U 上 一 个 十 1 次 微分 形 
式 бо; 

(3) 对 于 U 上 0 次 微分 形式 了 ,df 是 普通 微分 ; 

《4) 对 于 已 圭一 个 次 微分 形式 w, 及 另 一 个 微分 形式 X dlws) 
一 dowAX 十 (一 1)4toAdX; 

《5) 对 于 UU 上任 一 个 微分 形式 о, бо 0. 

证 明 ^к 全 人 换 句 话 讲 ， (U,9) 是 MM 内 的 一 
个 坐标 图 

由 于 我 们 希望 得 到 个 具有 实 线性 性 质 的 算 子 d+ 即 性 质 (1)), 因 
而 ,只 须 对 一 个 下 次 微分 形式 w 定 义 即 可 以 了 , 如 果 w 取 形式 (6-7), 则 
满足 性 质 (2) 一 45) 的 d 作用 在 w。 上 只 可 能 是 

do =, >) аа, (х) Аах, А. Adr; 
з: > ea ы Каш кыйа, (6. 10) 
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我 们 以 (6. 10) 作 为 dw 的 定义 ,下 面 证 明 具 有 实 线 性 性 质 的 算 子 d 
满足 定理 要 求 的 性 质 (2) 一 (5). | 


显然 ,dw 是 UU 上 的 一 个 上 十 1 次 微分 形式 .对 于 Y РЄ С") ,由 
(6.10) 可 以 知道 du/ 一 27 274, ATER O, (ЗИ. 


WR 名 取 形 式 (6.7), 记 х= 之， b (ddr, A Ades W 


) j= > Caii С), EOT] (XxX))Adz ; А дах; Аат. 
1 л “"' ?is=1 1 a ү j 
A ‚Аах; 


= 2) >) Ф, Eday (E) Hany СБ, (7)) Adzs A 
Adr Ada; A= Ааль, | 

一 doAY 十 (一 1)toAdX. (6. 11) 

要 证 明 性 质 (5), 我 们 首先 证 明 :¥ ECU) 447 = 0. 

daf =а| 5 x dz) = 24 Zaz, 


二 Әх, 


ДИР и 
= 22 дг ах, іх, Айх; 


= 21е -g |44, 
=0. (6.12) 
对 于 由 (6.7) 确 定 的 次 微分 形式 w, 不 断 利用 (6- 11) 及 C6.12), 可 以 
得 到 аао= 0. | 
”如 果品 不 是 一 个 坐标 邻 域 , 设 0 被 M 内 一 族 坐 标 图 {(V.,q) |aE 
4,4 是 一 个 指标 集 } 的 坐标 邻 域 之 并 覆盖 ,对 于 每 个 非 空 开 集 ОПУ... 
我 们 可 以 由 (6. 10)? 定 义 dCowlenr.), 但 是 ,这 个 d 与 坐标 图 (V。,q.) 形 式 
上 有 关 , 因 此 ,如 果 要 得 到 U 上 整体 定义 的 外 微分 算 子 d, 我 们 必须 证 
aA 4 У, О ПУЧ, ЕА (У. д), 《Vg,9y) 内 ,对 于 由 不 
同 局 部 坐标 表示 的 同一 个 w 的 两 个 不 同 表达 式 , 由 (6. 10) 得 到 的 两 个 
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dw 是 相等 的 . 
BAHE E VNU NV: 内 ,次 微分 形式 为 


== a ана Codz: A- Adz; 
i сга 


-> baer Ddy, A Ady» (6.13) 


这 里 ， 设 ai- „сой by- (关于 下 指标 反 称 ， 二 (Ts “om 和 у= 
(уу, "эу. 
由 于 


| 2, bia Cy dy А Айуу, 
Рай а 
У ду; ду, 
= 22 „об, > a А-АА, 
Е 1 РЯ т > т дуу ду;, 
РРР СИИ а 
ах; А: Аах, , (6. 14) 
从 而 利用 下 指 者 标的 反 称 性 ,我 们 得 到 
ГЕТА ду; ду), 
00) = TA хо > бл” буба) к, » ас, "ак," 
(6.15) 
于 是 之 ， ба, (Аал, A Adz,— 之 db,- СУ)АЯу, А-у, 
э ў 
СЯ т а z е { А ду» ду, 
41,22,22, 2а ое га ты Ааа, А 
Е Аах; 


М 从 ы] ‚+ ду, 55: 
=н 2. 2) 22 b bj, убоде! А SS Ji ae ha 


TE 2 1-1 ‘=l дл, ах; 


Фу, ду, „дуз, 


" аах, а ao rr ААА, (6. 16) 


ГА Че, ду ду; ， Фу, дуз а. 
上 式 右 端 有 一 项 Бу, оек Ча ағ, ан. дт дт, йз, 


ду), 
дт, 


h 


ах, Лаг, А-- Лал A Лал (531), 


人 „дуз, Фу; ду; Bi 
ОУС "аю, дх,ат, дж, дє, 


+! 


必 有 相应 的 另 一 Di bj,- h IDE, 
-dr Adz; A "Adr, A. Adz; s 


由 于 这 两 项 正好 差 一 个 负 号 ,其 和 必 为 零 ,因此 ,(6.167) 右 端 是 0. 

RMN DIE mn 维 的 微分 流 形 ,F 是 MM 到 NN 内 的 1 一 1 的 C” 
映射 ,对 于 МУ 内 一 个 开 集 口上 的 次 微分 形式 ww, 定义 线性 映射 "如 
F: . 

У pPEF ЯУ Xi Kip ET CMD, 

Е' (о), (Ху Хь) ао (ОЕБС), dF Xa), (6-17) 
У oR CCR АЕ Е СР Ср) = ЕСУ), TEF (о) F 
АУЕ A k KADER. Е" ТОБЕ ТЕРИ: 

Е* 的 基本 性 质 

(1) 当 оа А" До, 时 ,这 里 ww(1SiSk) 是 UU 上 C™ 的 线性 微分 
形式 ,有 


Е‘ (оў=Е* (а) AAF" (аһ). (6.18) 
(2) ЖЕО БЕА KAMIER o, 有 
F* (dw)=d(F" (о)). | (6. 19) 


证 明 利用 (6- 17)，, 可 以 看 到 Y PEF '(U),Y Xi D. YE EE 
Т.М) ‚Е Со) СХ, 979% sX ep) = шку (dF (Xia) „”“* ‘dF (Xp) › 
== (озА--- Ла) кр ағс‹х, 儿 :dF (CK,,)) 
Wl Eip) (dF (X,)) ses ру (аЕ‹Х,„)) | 
ep py (dF(X,,)) see Фес») (ЧЕСХ,)) 
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Fw 六 和 oo F*CK) 


Е“ (а), Rp) ee FOC) Xa) 
一 [Row IA АЕ" Cw) ], (Х.Х). 
因而 ,作为 重 线性 空间 T,CM) 上 的 线性 函数 ,有 
Е" (о) „= LE" (wD Ае АЕ" (Cw)],. (6. 20) 
又 由 于 p 是 (DU) 内 的 任意 点 ;所 以 C6. 18) 成 立 . 
从 (6.18) 以 及 利用 下 "CC(p) 二 fF(p)), 很 容易 得 到 ;对 于 任意 
两 个 微分 形式 o 及 ,有 
Е‘ (АХ) = Е («ДЕ ОХ). (6. 21) 
特别 ,有 Е" (о) Е" (fF (о). 
下 面 证 明 (6. 19) ,对 到 用 归纳 法 . 
X k=0 hf, Y EC Y РЄ ЕК ОМ Х,ЄТ,(М), 
Е" Af) CK,)=dfro (GF (KX))—dF AS 
==Х„(/К)=Х,‹Е' =d(F* f) Xp). 
利用 X, 的 任意 性 以 及 利用 p ЖЕ !СОУАЕ{ЕЖ кН 
F* (df)=dF: Р. (6. 22) 
当 上 一 1 时 ,由 于 Е" (w) 在 每 一 点 都 有 确定 的 意义 ,所 以 ,只 须 在 


任 一 个 坐标 邻 域内 证 明 就 可 以 了 . 设 w= 之 JaoCy)dy。， 
Е* (dw) = Хғ (&а,Лау) = 218° (da) AF" (dya) 


= AE" ad hd ya) = 234" (а3асЕ` y.)] 


= 234ГЕ" Cady.) ]==@СЕ"' ө). | (6. 23) 
设 对 任意 k 次 微分 形式 oA 
d(F’w)=F" (дәу, (6. 24) 
其 对 于 任意 单项 十 1 次 微分 形式 6, 我 们 可 以 写 
0=w Ао, | (6. 25) 


s. Ha 


这 里 % 是 C” 的 线性 微分 形式 ,w 是 一 个 类 次 微分 形式 . 
Е‘ (dD =F" [d(C Ло) ] 
= Е" (аа Ла о Лао) 
= Е" (da Aw) — F" (а, Лао) 
=F* (да) АЕ‘  w—F о. ЛЕ“ (дао) 
=d(F’w)AF'w— F'n АСЕ" w) 
=а Е оАо} 
=4Е * (о Ло) 
=4(Е' 0). (6. 26) 
在 F* 的 定义 (6. 17) 中 ,有 时 为 了 应 用 方便 ,把 6. 17) 左 端的 
Е" (а), 改写 成 天 ”for 在 现在 的 记号 下 ,特别 地 ЕВЕ Tio (МӘ Я] 
ТСМ. 
| 从 现在 开始 ,我 们 应 用 上 述 知 识 于 李 群 . М 是 一 个 m 维 李 群 ， 
Y xEM, 有 左 移 动 (微分 同 胚 )L,:M 一 ->M. 如 果 李 群 M 上 有 一 个 Cr 
的 线性 微分 形式 w, 满 足下 述 条 件 :¥Y хЄ М, (о) =о,, Я о 为 左 
不 变 线 性 微分 形式 ,又 称 w 是 村 上 的 Maurer-Cartan 形式 ,简称 MC 
形式 . 
”定理 12 李 群 M 上 C™ 的 线性 微分 形式 是 MC 形式 的 充 要 条 
件 是 :Y ХЄЛСМ) ,ao(X) 是 常数 . 
在 证 明定 理 12 以 前 , 先 证 明 下 述 两 个 等 式 : 
У az:yEM,Y w,ET; CM) ,有 


Губа) = Lii Lat Ceo). (6. 27) 
对 于 MC 形式 的 w, 有 
о, = Е) (о, ). р (6. 28) 


У Xas ETa M) H 
Іо, УХ „=, Xm) ] 
=w,[dCL-iL.-1) (KX,)] 
=w,[dL-idL X aay) ]. 
= Li (wp ld- X ay) ] 
„ 66 . 


=LI LE (w) X may)» 
由 于 Xeste T aay (M ARE — 1] eA 66. 27). 

对 于 MC 形式 的 w HF w= Li (о), 

14-10) =L Li Co) 
= L; (w) 

所 以 有 (6. 28). 

接 下 来 证 明定 理 12. 

证 明 车 w 是 MC 形式 ,V XEACM), 和 Y xzEM, 有 

XD = о, СХ.) =L o) X) 
=o XD = Xe RO. 

反之 ,车 «Хә, | 

wR) =о0,Х,) =, аі, (Хх) =L w) (X.). 

НЕФ X., KE T.M) AEA Li Ca) = о.о 的 确 是 MC 形式 . 

李 群 M 上 的 李 代 数 ACM) 是 与 M 同 维 数 的 实 线性 空间 ,M 上 全 
Ж MC 形式 也 有 类 似 的 结果 . 

定理 13 xm 维 李 群 M 上 所 有 MC 形式 的 集合 构成 一 个 与 M 同 维 
数 的 实 线性 空间 . 

证 明 将 mr 维 线性 空间 ЛСМ) БАНЕ СЗС) ВВ ЖАН В m 
维 线性 空间 记 为 4" (M), 取 ACWM) 的 一 组 基 为 Х,, +, Xn НУНЕЗ 
Uh з "+ ston 满足 СХ) = д. 

在 МАЊЕ 8 е ВА Е О, Ф). 在 这 个 华 标 图 内 , 设 变换 
函数 矩阵 (Wi(z)) 有 逆 矩 阵 ((z)). 这 里 


pa) = HC) Са) ыў: 
取 Х,= шй) у-,%® 


ө = ые), (1«А< әт), (6.29) 
那么 | 
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wr (X) = дь. | 
所 以 ， EU QN w ptt y On 恰 是 A* (aa 的 一 Ж Ж.Ш Н.о, о 
在 这 坐标 图 内 是 C” 的 . 由 于 对 偶 基 是 唯一 的 ,所 以 在 (U, 队 内 ,一 他 
(155<Ё<5 т). 
ү т,ає М, RIEKER opam L oa) (Ат). 
hra (X ы) = да ањ. (X ja) = ra СГ. CX jaa) ) 
| = LE- (о) (Жы). | 
由 于 和: 和- 是 TCD) 的 一 组 基 ,d 工 -是 线性 同 构 , 那 么 Хш == 
dla (XIs7m) 恰 为 Ta 的 一 组 基 , 作 为 了 (af) 上 的 线性 函 
数 , 有 а. = L Cou) 4 a EU 时 ,因为 L 汪 :把 0 上 一 个 C" 的 线性 微 
分 形式 映 为 U 上 一 个 C” 的 线性 微分 形式 ,所 以 w EaU 内 是 Cr 的 . 
. 利用 定理 12, 可 以 知道 ww,…,o 是 MC 形式 ,于 是 ,A* (MD) 内 的 
任 一 元 素 都 是 MC 形式 ， 
反之 ,对 任 一 个 м 上 的 MC 形式 的 。 w, НҒ ХС у 


т), а" хдо, V EMA | 
(о — w Xa =w, X) a X= Aim). 
所 以 (w 一 w"), Ж Т.МУ ЕЕ. AHF т ЖМ 内 的 任意 一 点 ， 
则 o=w" E A'M). 
对 于 M 上 的 一 个 2 次 微分 形式 o MRY EM, H Li (ш =o, 
ЕК о 是 对 上 的 Maurer-Cartan2 形式 ,简称 MC2 形式 . _ 
类 似 定 理 12, 有 下 述 定 理 . | 
定理 14 МЕ тж ‚М 上 一 个 2 KADEA ој Мм Е 
MC2 形式 的 充 要 条 件 是 :对 于 ACM) 内 任意 两 个 左 不 变 切 向 量 场 X， 
TY,eo( ,7) 是 常数 , 即 we(CX- 7 与 在 M 内 的 变动 无 关 . 
-证明 如 果 w 是 MHM 上 的 MC2 形式 , 则 对 于 ACM) 内 的 任意 两 个 
左 不 变 切 向 量 场 X,Y ,以 及 Y тЄ M, 有 
0, (Xas Y r) =, ALX) dL YL) 
=L} (n) (X,Y.) 
=@(Х,,үҮ.), 
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可 见 (X,Y 了) 的 确 是 常数 . | 
反之 ,车 w(X,7) 是 常数 , 则 
| w, (X.Y =%.(Х..Ү.? 
=w dL X) ALY.) 
=L} (а,)<Х,.Ү,), 
利用 X,Y 的 任意 性 可 以 知道 作为 TCM XT.CM) 上 的 双 线 性 函数 ， 
DA „= (w:), 文 由 于 x 可 以 取 内 的 任意 点 , 则 是 M 上 的 
MC2 形式 . 
TEYE M 上 MC2 形式 与 MC 形式 之 间 的 关系 
设 AMARE KX …;,X。 4 CM) 的 对 偶 基 是 w.,… ,ws; 作 所 有 


Ae i Ен, им А' КМ), дя; 
тбт— 1). 
Y wE AOD iE a | 


这 里 ou 一 一 af* 且 а„ЕМ#.. 
Y Х.УЄЛ‹М), 则 可 以 写成 


X= DaX Y= эы, 


«(Х;Ү)= ање, Xo) | 


57 b РЭ wX) a A 
AkO; ац 


w; (X) о (X, 


= > ЎЎ), — 6:6) 


ЕЕ abau (ә). 
由 定理 14 可 以 知道 ,w 是 М EE MC? 形式 . 
反之 ,若是 MM 上 的 任 一 个 MC2 形式 , 则 (Хх, ХОВ 
к.т). & 


°60* 


н 
. = D oX Xn Aon. 


显然 ,ww" EAM). 利用 @СХ,„Х,=—@(Х,.Х,), ,\у ®Є М,Я 
tr (Xir A ja wt (Xir: Xix) 


Ee A Ki) — 5 CK Хаа, (ХХ) 


о, Ka Ks) 1 Усх, Хад; dd) 


=w (XiX u) LAX KDX] 

=0. 
这 里 1<2,ј т, БД о. = 0, wma", А, Є AM. [М 
此 , 实 线性 空间 A**(M) 就 是 M EMC 形式 全 笨 所 组 成 的 集合 . 

最 后 ,我 们 来 建立 dws (1 所 4 人 mx) 的 一 个 十 分 有 用 的 公式 ,为 此 , 先 
讲述 下 述 定理 . ‚ 

定理 15 M 是 一 个 т} = ‚ү X,7EACM)，, 则 对 于 M 上任 一 
个 MC 形式 的 w. 有 dw(X,7) 十 w([X7]) 一 0. 

证 明 只 要 在 任意 一 个 坐标 图 内 证 明 就 可 以 了 . 设 在 一 个 坐标 图 


内 o= Zia) dz ;那么 
ота 人 ai(z)dz (ху= Хаа) Ха, оі 


wlY)= Zaa zs. 
利用 w(X7 和 w(Y) 都 是 常数 可 以 得 到 
0 =Х(Ү)—Үш(Х) 


= DEXa) (Yrd Ба ХҮх; – (Ya) (Ха) —aY Xx ] 
= X [da (X)dz;(Y )— da: (Y Jdr: СО 24а, Cz)[X， 


Y Jz; 
е 70” 


= Хаба Ааа Х,У) + засо? (CX, Y D 
аә ӘС: 
定理 15 ERR WE o E m 维 李 群 M 上 的 一 个 MC 形式 , 则 
dw 是 MC2 形式. 因而 ,对 于 4 MAE aK) ,可 以 写 出 


dar = > > Yi Део; 9 
这 里 为 二 一 六 是 常数 . 利用 定理 15, 对 于 4(M) 内 相应 的 基 Х|, -, 
区 ,我 们 有 | 
ао (Ks, XK) Hol CX: ‚Х,])=0. 
这 里 1<s,i<<m. 由 上 式 和 关系 式 [X,,X,] 一 之 csX, 得 到 
Ус =0, 

因而 ,我 们 有 

do 一 一 РЭУ (6. 30) 
上 式 称 为 李 群 M 上 的 Maurer-Cartan 关系 式 . 


$7 李 群 基本 定理 


本 节 要 解决 李 群 与 李 代数 的 关系 问题 ,这 是 李 群 理论 与 李 代数 理 
论 之 间 的 桥梁 . 

我 们 先 讲 一 些 偏 微分 方程 的 辅助 知识 . 

在 R 的 某 个 开 子 集 U 上 ,有 mm 个 Gm 二 mC~ 的 线性 微分 形式 о; 


(х,ак) = Da (ж)ах„С1< гт), A 8,2 lran) EU. lr dx) 
称 为 具 С°) Ран 式 . 称 
三 之 /asv(r)dzo 一 0 чат (7.1) 


为 Pfaff 方 程 组 . ЕОР — r, ЕРЕ Cai Ca) ) К ут, йк 
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ala dD OKL EU HERT. 
ШЖ 1С" F EU ARTEVE НУ 内 每 
一 点 了 (这 时 а, (х8 28 = 确定 ), 当 ?个 dr。 满足 (7 1) 时 ,同时 有 


dF= уу сы S de.=0, Е A Piaf 方程 组 (7 1) 的 一 个 初 积分 . 

у Кв CAR Fo F, W 1 的 :个 初 积分 ,如 果 sXn 矩 
阵 | e) AKPK KaKa) ж V 的 每 一 点 的 秩 是 *, 则 称 Fae F, 是 
一 组 独立 的 初 积分 . 

本 节 讨 论 独 立 的 具有 C” 系 数 的 Pfaff 式 及 其 相应 的 方程 组 (7. 1). 
如 无 特别 说 明 , 本 节 所 出 现 的 函数 全 是 C™ 的 . 

由 于 (7.1) 中 和 个 Pfaff Ж mtzdz) 是 独立 的 ,Y zxEY, 不 妨 设 在 
х, РЕ С) ЮНАК A ASi < т). 于 是 ,存在 含 z 的 


FR УСУ, У, Е. Са, Сс Я Е Са (20) EV 上 补充 
— т 个 Pfaff жю. (х,0х) = х: о, lr dr) = ах, 那么 在 у, 
上 ,我 们 有 Кеб. 

da= аСт dr) (1ши), (7.2) 
这 里 ,矩阵 (bu(z)) 在 Vi 上 是 可 逆 的 . 

因而 , (7.1) 的 初 积分 下 的 微分 可 写成 

dF 一 > br) wardr), (7. 3) 

由 初 积分 的 定义 ， асган ен: 有 dF=0, 所 以 ,在 VV， 


кж} араса) 00-18) ÑC. 3) 被 简化 成 


dF= > ba банд). | (7.4) 
因而 在 VY 上 ,有 | 
сузу. aF F бы С )ашвбх). (7.5) 


从 《7.5 可知, 在 上 独立 初 积分 的 个 数 至 多 是 т. 
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如 果 Y xzEU ,存在 含 的 上 的 开 子 集 V EV 上 ,(7.1) 恰 有 m 个 . 
独立 的 初 积分 , 则 称 (7. DEU 上 是 完全 可 积 的 . 
定理 16 对 于 R" 的 某 个 开 集 U 上 的 完全 可 积 的 Pfaff 方 程 组 


«Сей avr) dr.=0(1iSm<n) , 任 取 U 内 一 点 zx, 一 定 存在 


包含 点 工 的 开 集 WCU, 在 W 上 ,每 个 w(x,dz) 均 可 表示 为 它 的 某 一 
组 独立 的 初 积分 的 微分 的 线性 组 合 ;而 且 存 在 Pfaff 式 w(x ,dr) AS 


і, т) ;使 得 ао, (х ‚ах? = ola „іх)Ао (х ,dr). 


ЖЕҢ Y xzEU, 存 在 包含 点 xz 的 开 集 V1CU, 在 Vi 上 ,有 一 组 独 
HPR Fists Fa 由 (7.5) 可 以 知道 : 


д 
25D ац bulra) (1<у<т), (7.6) 
i=] e=} дах, 


кошш TA) MERRE m, TER D bua (1< 


irj т) mxm 矩阵 非 退 化 ， HTAA EM E 的 开 集 W 
CV ÆW ЕЁ,9 


А ӘЕ, 
арс = f(r) TL (7.7) 
. j=) в 


RE, (SDE т он 非 退 化 矩阵 . Н С Сә НОН Е, TE, 
在 WW 上 有 


二 plan) dr 


= fs)dF, (7. 8) 
н 


до, (г.х) = > vd fo AdF; 
К 
= Хас Са) Murdz) 
Jam 


= абада zdz), (7.9) 
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这 里 , 记 w leda) = 2 /убх)4/ „а. 
定理 16 的 后 一 结论 表明 : 对 于 完全 可 积 的 Pfaff 方程 组 о (х,а) 

二 0, 必 有 dw(zxz,dx)= 二 0. 我 们 把 这 一 结论 说 成 是 dw (т, dz) 
=0 是 (zydz) 一 0 的 代数 推论 . 因而 ,定理 16 的 后 一 结论 可 以 叙述 
H: 对 于 完全 可 积 的 Pfaff 方程 组 alr, dr)=0, dw; lr,dr)=0 Ж w; 
《xz,dzx) 二 0 的 代数 推论 . 

反之 ,我 们 有 下 述 著 名 的 Frobenius 定理 . 

定理 17 在 R" 的 某 个 开 集 吕 内 有 xr 个 (mn) 独立 的 Pfaff 式 
alr dD KiS), WME da: lr dr)=0 是 w(xz,dz)==0 的 代数 推论 ， 
ПЕ U E Pfaff 方程 组 wlr dr) =0 是 完全 可 积 的 . 


证 明 记 wzdz) 一 人 Lou(z)dz* 对 n 一 m 进行 归纳 . 

X n—m=1, R04 m=n—1 时 ,由 于 w(xz,dx)= 二 0, 则 对 于 U 内 任 
一 点 tos EFES 20 的 开 集 Vi ;在 У, 土 , 可 唯一 地 定 出 diy ‚іх, 
之 间 的 比值 , 即 存在 V. ЕЖА А." ,为 ,满足 


dai np it 


а | (7.10) 
由 常 微分 方程 组 的 理论 ,这 样 的 方程 组 在 含 r 的 一 个 开 集 VCV 内 
有 7 一 1 个 独立 的 初 积分 . 
假设 定理 在 7 一 m4 =r 一 1 时 成 立 , 考 虑 n—m=r В, В т=л— 
r. 由 于 系数 矩阵 Cailx)) 的 秩 为 mw, 不 妨 设 在 点 хь, Ж БЕ Са Са) HIT 
列 式 不 为 0, 则 在 含 点 ze 的 一 个 开 集 VCU EEEa GAWE 
阵 . 令 © С.) =, +1. 在 У, 上 考虑 新 的 方程 组 ， 
о (х,0х)=0 KISM) sony (rT dr)=0. (7.11) 
(7. 11) 满 足 归 纳 法 假设 ,因而 存在 含 ro ORF VCV ЖУ, EA m 
Fl 个 独立 的 初 积 分 下 Кыз. 另外 选取 n—m—1 个 函数 Ra 
Е, ,使 得 这 个 函数 Fi,… Fn, ER хә 的 一 个 开 集 Y4CY: 上 是 函数 独 
立 的 . 
因此 ,存在 函数 好 ,… ;名 ,对 于 VV 内 的 点 《x1 t Tn) H t= 
»74d* 


(Е, ,Е„уСА<а<л),@„ Е ХУУ, ТАЕ R 的 一 个 
ЖЖ У;. 5 xx = Е, (1<«елп), AFO 11) 是 完全 可 积 的 ,因此 ,由 上 
一 定理 可 以 得 到 (必要 时 可 适当 缩小 Vs 与 Va) 


mtl 


(zidz) 一 之 bo 人 tr ‚жейт, (7. 12) 
这 里 1<т<т-Е1,т-+-2<юо<лял. НЕ «л (т,адт»,+,®„(х,&луД# m 个 
独立 的 Pfaff IÈ, ЕРА, ЕСС DARRE m. 设 Vs 中 的 点 x? ЖУ, 
中 点 zo 的 对 应 点 ,不 妨 设 在 点 т EREGI" )) 的 行列 式 不 为 0, 因 


而 在 会 re 的 某 个 开 集 VoCVs A.l" УУ Е СЬ," )). 那么 
定义 下 述 


©; Сх" Е М (7. 13) 
利用 《7.12) 可 以 得 到 ,在 V 内 | 
оў (х " ах") =а4х; 一 万 ( )алта+1,» (7. 14) 


这 里 ,f(x*) 二 一 Zubia Jb „+06“ PISS. 
m). 由 《7. 13) 可 以 知道 


ао; (2° бх" ) 一 之 ,db (zx° )Aaw(zydz) 


十 Zob, (х* Ydw (xr dr) 


=0. (7.15) 
另外 ,由 (7.14), 可 以 得 到 


dæ; (х" sdz“ Т5 210 ж dz кы: 


af (x*) 
ts дє; 


由 于 当 х(ж,дх)=0 Hf, Н (7. 13) 9] о; (т* ,dzx*) 一 0. 再 从 (7. 14), 
= 75 . 


ае Абад: (7.162 


可 以 知道 


ат}; = (x" эата+1 (ут). 5. (7. 17) 
HC. IDRA. 16) ,可 以 看 到 在 У, 内 ,成立 Б 
ULD g 人 (7. 18) 
Р] 
Ama. 14) 简 化 为 下 述 方程 组 ， | | 
Ы бх” ах" бз —/ ж? a аа )йг, +1 = 0, 1<;<љт. 


(7.19) 

上 述 方程 组 是 含 关 十 1 个 自 变 量 的 т 个 独立 的 Pfaff 方程 组 ,由 常 微分 
方程 组 理论 知道 (7. IDES xf HARFE VCV. 内 ， A т МА Улу 
В С.б оа) r Ga Cer rza D А ә т ARE 
是 wlz,dr) 二 041&im) 的 初 积分 ,再 利用 z 一 F(z) 回复 到 合 ro 
的 某 开 集 V。CV, E 

Frobenius 定理 在 一 阶 信 负 分 方程 组 的 理论 研究 中 有 首 重要 的 应 
用 ,下 面 举 一 个 例子 . 

例 1 在 内 求 微分 方程 w 二 P(ryy;,z)dz 十 Q(x,y,z)dy 十 
R(zsy;z)dz 一 0 完全 可 积 的 充 要 条 件 . 

解 ” 我 们 知道 这 个 充 要 条 件 是 duw=0 是 w==0 的 代数 推论 . “ 

dw 一 dPAdz 十 dQAdy 二 dRAdz 
-| Q ӘР aR Q 


2—95} а Ady+t | 22—92) улаз 
+| 所 一 下 |dzAdz， 
X w=0 时 ,可 以 知道 wAdr=0,wAdy=0, RAE 
| RdzAdz=QdrAdy，RdyAdz= PdrAdy 
所 以 ,利用 上 面 两 式 及 dw 一 0, 可 以 看 到 
| 0 = Rdw 


=[R| а +P| Ээ +q| s- E) Јах Лау. 


于 是 ， Е пе тее 


к| 2-5 ва ЕСЕ =o 9.20) 
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现在 我 们 讲述 李 群 的 三 个 基本 定理 及 其 道 定 理 . 

定理 18( 李 群 的 三 个 基本 定理 ) 

(1) т 维 李 群 М 内 存在 含 单 位 元 e А (С, Ф), ф(е) = (е, 
“… ,em); 而 且 在 这 个 坐标 图 下 , 李 群 的 乘法 函数 g= diir mn Sis 
ji) 满足 一 组 完全 可 积 的 Pfaff 方程 组 : 

рент Уо), , 

当 у =е, fyr sn aixa). 

а оаа 
VEG HAERE. 

(2) Ж Х,,---,Х.. 是 李 群 M 的 李 代数 ACM) 的 一 组 基 ， 则 有 [LX 


х= ЭЎ ,Xi 这 里 нЕ. 
б AWER + 满足， с, Чс =0, 


2) (с, ск oct сусь) = 0. 
证 明 (2), 03) 我 们 已 经 知道 ,只 要 证 明 (1). 
我 们 任 取 一 个 含 单位 元 е 的 可 容许 坐标 图 (U ,9) ,适当 缩小 U ,可 
.使 在 这 个 坐标 图 内 ,变换 函数 和 矩 阵 (y《x)) 有 逆 答 阵 Cy,(x)), 在 К” РЧ 
ЖЖ KU? 上 引入 Pfaff 方程 组 
0, = w (ydy)—w(zrdz)—=0, (7.21) 


这 里 (ydy) 一 Dydy; 和 ww(zvdz) 一 ig (odz; 是 MC 形式 (1 
Kim). 


由 Maurer- Cinsa 关系 式 C6. 30) ,我 们 有 
dð; =dw;(y,dy)— dw,(Cz ,dz) 


= 一 于 他 ch (у :dy)Nw (ydy) 


cnsde Ae (zde) 
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一 0， 

所 以 由 Frobenius 定理 ,mm(y:dy) 一 w(zdz) 是 完全 可 积 的 , 当 у е; 
时 ,显然 = =- 

李 群 的 三 个 基本 定理 叙述 了 已 知 一 个 率 群 必 有 一 个 李 代数 与 之 对 
应 . 本 章 不 少 工作 是 在 李 群 含 单位 元 e 的 一 个 华 标 图 内 做 的 ,所 以 ,可 
以 把 乘法 函数 、 李 代数 的 (局 部 ) 基 和 结构 常数 等 概念 运用 到 局 部 李 群 
Ë: 

作为 李 群 的 三 个 基本 定理 之 逆 , 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 19 工 表 示 实 数 域 上 一 个 mw 维 李 代数 ,那么 存在 一 个 m 维 
的 局 部 李 群 , 它 以 工 为 李 代 数 . 

证 明 ”我 们 分 三 步 来 证 明 本 定理 . 

DAF LE-TEH m 维 实 李 代 数 ,因此 工 的 结构 常数 性 是 
已 知 的 ,我 们 写 出 下 述 关于 线性 微分 形式 m(z,dz) 的 双 线 性 微分 方 
程 : | . 

| (zydz) 一 = Dicho ledr) hedz), | 

21 (7-22) 
№ т,—=0 ,в@„(ж,ат)=айт,‚ (1<А< ән). 

我 们 对 w(x ,drt} 的 变量 个 数 用 妇 纳 法 来 求解 (7. 22). 

当 wu(zydz)(L<K<m) 只 含 一 个 变量 ,例如 是 二 时 ,这 时 候 z, 
хь 是 常数 ,dz 二 下 二 dr 0, 7. 22) 简 化 为 

dw (х,ал) =0 (1<Ё#<т), 

ы T=0w (rdr)=dr wr dr)=0 (2% әт). 
(7. 23) 显 然 有 解 w. (т.да) зо (,02) 00265 т). 

用 归纳 法 假设 当 ozidz) 含 5—1 个 变量 ,不 妨 设 Xi NE 1 是 变 
量 , rm…row 是 常数 ,dr, 一 … 一 dz 一 0 方程 组 (7. 22) 有 С° 
分 形式 解 wkzsdz)(C1s< < )， 

考虑 wl(z,dz) 含 有 s 个 变量 的 情况 ,不 妨 设 变量 是 x,… ,z,', 先 取 


z, 是 常数 ,dz, 一 0, 由 归纳 法 很 设 ,存在 C” 的 线性 微分 形式 .一 ХУЛ 
(2; у "= sX- Pdr IKR Sm) ,满足 
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(7. 23) 


d=} уб, 


(7.24) 
| 3 х,=0 8{,0,=4х,,0,=0 OKkSM, 
I&S 1,59 рн). 
令 
@убх,&х)==@,-„иш,( ту, Ts dr ОА әт), (7.25) 
这 里 и, 是 待定 函数 ,我 们 要 证 明 能 够 找到 这 m 个 函数 :xy 使 得 x(x， 
dz) 是 方程 组 (7. 22) 在 含 变量 zx ，… ,zx, 时 的 一 组 解 . 


微分 (7. 25) ,有 
dæ, — d, =диАах,. (7.26) 
另 一 方面 ,由 于 要 do 满足 (7. 22), WE 
алада > 200 ибт dA, агай 
一 dab hdz. Ы (7.27) 
i j= 


由 于 ah 都 不 包含 变量 zx,: 则 从 (7.27? 可 以 看 到 


Кузе =0 (1<5< т). (7. 28) 
另外 ， РЕА еи 当 ze 一 0 时 ,有 xz 一 0 (Оо 1), ы, = 
1, и„==0(5-Е1<рҗ= т). (7.28) 可 以 看 作 是 R K A Crs Tis 
иэс Um) 为 变量 的 т 个 独立 的 Pfaff 方程 组 ,如 果 能 证 明 (7. 28) 是 完 
全 可 积 的 ,那么 存在 包含 初始 点 (0,w0)= 二 0, ,0,…,0,1,0,:……,0) (1 
前 面 有 2s 一 2 个 0) 的 Rs+ 一 内 的 一 个 开 集 了 ,在 六 上 ,有 产 个 独立 的 
初 积 分 Е, (х,и), e, ЕЁ (хун). А 

Е. (х,и) = Е, (0,0 С). (7. 29) 
从 定理 16 可 以 看 到 在 包含 点 (0,zao) 的 Е РВ УСУ 上 ,有 


Т 一 之 con 全 一 улыс ,и)дЕ, 
=з айр i Эа). (7. 30) 
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8, 不 包含 du1<s<m) ,所 以 短 阵 | 号 直 必定 非 退 化 ,由 隐 和 函数 存在 定 


理 , 从 (7. 29) 可 以 得 到 R”' 内 包含 原点 0 的 一 个 开 集 V,, 在 V。 LH и, 
=u lT’ a e DAKS ют), 而 且 满 足 ; ЗМ х„=0 We 和 
ир =0(1<0<5— 1,5412). 


这 里 我 们 再 重申 一 名 :上面 出 现 的 一 切 函 数 全 是 C™ 的 . 


依照 Frobenius 定理 ,在 条 件 (7. 28) 下 ,我 们 要 证 遇 d( 之 /cuu0) 
一 0. 利用 (7. 24) ,得 到 


а 200009 = э (аг, Л0,+-а,0,) 
i j=l i j=1 


= Ў; ch Ссшб, Ае; — L сіө.АВ, 
im 2 


5. оаа бием, )0,A0; 
95 sjid t= 


=“! ш (ссі techt euet) 19.6, 


一 0. ， (7.31) 

因而 m A и, 的 确 存在 .下 而 验证 由 (7.25) 确 定 的 9(x,dzx) 一 定 满足 

方程 组 (7. 22) 在 含有 :个 变量 rotor, 的 情况 . 
Дд=»(х,4х)=4#,-—&и,Айах, 


= — 5 之 (cbAbi 十 De Adi 
„у= Pi 一 1 


一 ~F udel dz) Aw; da). (7.32) 
考虑 有 ,ui 的 初始 条 件 , 可 以 知道 当 х„=0(1<5а55—1)Ш{,ю,(х,ал)= 
Дхт„(1<т<5—1),ю,(т,ах)=йт,,®„(х,йл) == 0(5-Е1< рт) ,这 就 证 
明了 方程 组 (7. 22) 含 ;个 变量 的 情况 . 因而 当 s==m 人 时 ,方程 组 (7. 22) 
在 К" 内 包含 原点 0 的 某 个 开 集 V3 上 ,有 С° 的 线性 微分 形式 的 解 o 
(zydr)y…on(zydr)y 我 们 可 以 适当 缩小 了: ,使 得 
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wzvdzr) 一 之 may(z)drh 02.33) 


RER аа У, Е Е al) ,at(0) 二 6 
‚ (2) 利用 上 述 得 到 的 w(x qz) 在 YY, LSE Pfaff 方程 组 : 
„(ж dz)—w (ydy)=0, 

和 0 时 ,一 ze AKSK). | 

由 于 上 述 Ж У ЖН (7. 22) ,所 以 方程 组 (7. 34) 是 完全 可 积 
ВУ. TERMAH CO. 28) 的 处 理 , 可 以 得 到 解 2, 07, (2, у). 由 于 
Frobenius 定理 的 证 明 利 用 了 常 微分 方程 组 的 完全 可 积 性 ,所 以 zw 个 
ЩО, ТЕ КЧ ШЖ УЛУК Е (Са, зл» у,» уь) ER? | |z 
<, 1у:1<е,1<< т) ЕФЕ т, у, Lim) E С. 这 里 是 
某 个 固定 的 正常 数 . 

下 面 证 明 这 С° = (2, 2) =( (х,у, 6,65, (су) = 6 
(z,y) 具 有 下 述 三 条 性 质 : и 

《iD G PS {lrs ER |216,1 н), РУ rE, 
ЯЙ ‹х,0)=х= 000,2). | 

(1) Җот,у,, Ø rsy) Øy) Gr Dy DMAA (хт, у), 
DREE r" 内 时 ,有 

Dlr, Ø (у,2)) = DD (ry) ,2). 

GD 存在 R” 内 包含 原点 0 的 开 集 WCI",Y EW, ЕТЕ 1" 

内 唯一 一 个 点 .9g(z) ,适合 
2 (2,9(х)) = @ (9(к),х) =0. 

如 果 能 证 明 上 述 (i) ii) 、(ii 让 三 条 性 质 ,那么 就 可 以 知道 在 I 上 
定义 了 一 个 т 维 的 局 部 李 群 , 它 以 名;(zx,y) 为 腾 法 函数 (1 二 km)， 
К" 内 原点 0 为 单位 元 . 

首先 ,由 二 B(xz,y) 是 方程 组 (7. 34) 的 解 可 以 知道 , 必 (xz,0) 一 


7.34) 


+. j 
而 z: 二 Gi(0,y) 是 微分 方程 组 
I 
《7. 35) 
4 уь =0 8 ,2,=0 OKM) 
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的 解 . 显然 T= у, 也 满足 (7. 35). 由 完全 可 积 Pfaff 方程 组 Cauchy 问 
题解 的 唯一 性 ,可 以 得 到 у. = @,(0, у). 把 y 换 成 zx, 于 是 有 性 质 (i). 
现在 来 证 明 性 质 (11). 
A ш Cx 5 (уз2)) оъ 0207, Су, 2) 1 ак = 05, A (т, у), 2) (1 
Ёл). 
о, 是 微分 方程 组 
an (0,до) — alz, dz)=0, 
e 2020 Ё, у, (1<А<т) н 
的 解 . 
u 是 微分 方程 组 
у AD 
当 n= 0 ,м,=т„ (1<А< ул) 
的 解 . 
利用 (7. 36) 和 (7. 37) ,我们 看 到 и, 是 微分 方程 组 
| w, (u dau) — о, (=,й2) =0, 
> z= 0 Af mn = alay (1<А<әт) е 
的 解 . 
而 wx 显然 也 是 方程 组 (7. 38) 的 解 . 由 解 的 唯一 性 得 到 аъ о С1 
Ат) ЖЕТЕЛИ (и). 


рше „а, Ваа о R АЕА РС 
r. FW, оа О(1<А<от) Н C РӨ у, = 9. Сх), Ё 
Dir glr) = 0. 

由 于 (zx,0) 二 zx, 因 此 一 定 存在 Re 内 含 原点 0 的 一 个 开 集 WC 


m, yew m p| Ене? | 非 退化 ,以 及 对 于 W: HR у, Ж л, 
= (у) UKM) ,满足 必 (f(y),y) 二 0， 
令 z= gir) sx), M 
Gx) = Øl r Øg DSD  (ж,д\л)),т) 
=Ø, 0, r) = 22. (7.39) 
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所 以 
=B (70е) х) = 07,002), (хт,)) 

=Ø Ar) r) z) = 05, 00,2) = 24. (7.40) 

于 是 
@С(оа\а),хж)=0. (7.41) 
因而 ,我 们 只 要 选取 R 内 含 原 点 0 0 Э ТС, П, EV х 
EW,(7.39) 和 (7.40) 都 有 意义 就 可 以 了 .显然 ,VY XE€EW, 必 有 一 个 
gir) Є 1", {#49 
A (:,9(:)) = (о\х).х)=0. 

ОСЕ 6 S Т АО. ИЕ GAIE. 

G) 最 后 我 们 要 证 明 这 样 得 到 的 局 部 李 群 的 李 代数 在 李 代数 同 构 
意义 下 恰好 是 L. 由 方程 组 (7. 22) ,只 要 证 明 这 个 局 部 李 群 的 Maurer- 
Cartan 形式 的 基 就 是 а, (х,ак) (1<А%т). 

由 于 z= 二 Vi(x,y) 满 足 方程 组 (7. 34), 而 (7., 34) 等 价 于 下 述 方 程 


Ж: 
— 23а (ea (удду =0. (7.49) 
于 是 ,有 | | | 
80659) Бы эзы, (7. 43) 
这 局 部 李 群 的 变换 函数 


| 


f(z у= Walea 
| =а (x). C7. 44) 
因此 ,MC 形式 的 基 为 


=; (Tdr)= 209 odz; 
= 


Ух 


= «18 *Сх)ах; 


w(x dr). (7. 45) 
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现在 我 们 举 两 个 具体 的 例子 ,说 明定 理 19 的 深刻 意义 . 
例 2 已 知 一 个 以 X， X? 为 基 的 实 二 维 李 代 数 了 ,满足 [和 ‚Х,}= 
aXX1 十 bX;, 这 里 а,Ь 为 非 零 实 常数 . 求 一 个 局 部 李 群 N, 它 以 L 为 李 代 
E Ф Ү.=1Х,Ү,=ах HX WERE Y, Y, F, 
| ГҮ,.Ү,]=Ү,. | 
于 是 ,在 基 ҮҮ, 下 ,结构 常数 是 с» =0,с„ 1. 列 出 双 线 性 方程 组 ( 参 
考 (7.22》); | 
psen 
dan = — а Лео, , 
L r =r =0 БЇ ,в@,==@т,,@,==Чх,. 
Ф в =йх „ш РО) MWA АТВ ОУ ВЕРЮ 9) 
| =f Је, 
那么 ,我 们 有 
wzydz) 一 driyesfzydz) 一 e "dr;. 


写 出 相应 的 Pfaff 方程 组 (参考 (7. 34)); 


dzı=dy;, 
[Саена 
当 у,=у=0 8}, 2, aa Ea a 
积分 第 一 个 方程 ,有 
= у хь; 
代入 第 二 个 方程 ,得 
Че,=е"ду,, 
积分 ,有 | 
z= yg |з. 
所 以 ,所 求 的 局 部 李 群 N 的 乘法 函数 是 
z= (Оуу), Oy Santy, 
с ,2,), уу, у;))==л,-Ее'зу,, 
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例 3 已 知 一 个 以 X XX, 为 基 的 实 李 代数 工 满足 
{(Х.Х;,]=Х,.[Х,.Х,]=0,[Х,.,Х,]= 18 
求 一 个 局 部 李 群 ,以 工 为 李 代数 . 
R FRE LEE X XX, 下 ,结构 常数 是 
сзж=—си=1+си=—сзӊ=1' 
其 余 都 是 0. 
先 解 双 线性 方程 组 ， 
йо =0, 
да», = о, Aw, 
dw, = — w До, , 
当 r= r= a=) |, о =, w =d swm mdr. 
上 面 方程 组 有 一 组 解 ， 
ш (х,ак) =dx; w х,ал) = алх, х,ал, 
. wlrrdr) =4хз t zdz. 
列 出 相应 的 Ра 方程 组 ， 
dz 一 dyi， 
dzz 一 zsdzxi 一 dy 一 ysdy， 
dzs 十 zzdzi 一 dy: 十 yzdyi， 
当 у= у= у= 0 8,227, 2,222,232, 
积分 第 一 个 方程 ,得 
21=у tT» 
将 上 式 代入 第 二 、 三 个 方程 ,得 
тй yz) 一 (zs 一 Js， 
d(z3 一 9) 一 (3 一 z2)dy1， 


令 
К= С=;— уз) +1093 y)» 
则 从 上 述 方程 组 有 
dF=—iFdy,， 
于 是 
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F= (c+ic)e ™,, 
DEEL 是 待定 实数 ， 分 离 实 部 与 虚 部 ,有 
Zs= у, + сісоѕ у Hesinyi s 
z= уз -сзсоѕ у 一 ClSinyil。 

ВКАЖЕ ‚с = осо =з. ТЕРИ Sry AH TAR 
局 部 李 群 的 乘法 函数 . 

由 于 例 2、 例 3 比较 简单 ,所 以 现在 得 到 的 是 两 个 李 群 . 

细心 的 读者 会 发 现 ,对 于 同一 个 李 代 数 工 , 会 有 许多 局 部 李 群 的 李 
代数 是 工 ,因为 方程 组 (7. 22) 的 解 是 不 唯一 的 . 以 例 2、 例 3 为 例 ,读者 
很 容易 写 出 满足 同一 双 线 性 微分 方程 组 的 许多 和 解 ;而 且 同 一 李 代 数 可 
以 进行 基 变 换 . 那么 ,具有 同一 李 代数 的 这 许 许多 多 的 局 部 李 群 或 李 群 
有 什么 关系 呢 ? 

我 们 先 引入 一 个 定义 . 

定义 3.56 M,N 是 两 个 同 维 数 的 李 群 或 局 部 李 群 ,如 果 存 在 分 别 
BEM N 单位 元 的 开 集 UCM 和 VCN ,微分 同 王 ff 映 U 到 VV 上 ,而 
且 当 x1y,zyEU h, A у) = / Ст) ғ), ШУУ Мам 的 局 部 
微分 同 构 ,或 称 M,N 是 局 部 微分 同 构 的 . 

现在 我 们 可 以 讲述 定理 20. 

定理 20 M,N 是 两 个 同 m 维 的 李 群 或 局 部 李 群 ,如 果 М.М А 
有 相同 的 李 代 数 , 则 M,N 是 局 部 微分 同 构 的 . 

ШЕЯ XE MN 具有 相同 的 李 代 数 意味 着 M,N 的 李 代 数 是 同 
构 的 . 因而 ,可 以 选取 李 代 数 基 ,使 得 这 两 个 李 代 数 有 同一 组 结构 常数 . 

FIRM N AE A i Gen ,en 的 坐标 图 (U ,8g) 与 (V ,), 设 
(ем) = (0, 0) (ем) = (0, +. ,0), EU ФН, M H MC 形式 的 基 
是 wkzdz) "0,9, (х.х), ENV DAN A MC 形式 的 基 是 wr СЕ", 
ах"), 5,04 Cx’ sda’). AF M,N 的 李 代 数 具 有 同一 结构 常数 ,所 以 
有 Машгег-Сагіап XAA: 


дйа»\жх,йл)= Ee w (х.х) Aw; lrir), 


. 8- 


En сга а. 


do (x dz )=— co Cr dz" Ае] ("dz"). (7.46) 
i j= 

定义 一 组 独立 的 Pfaff 方程 组 : 

Е (ж' dr" )—®„(т,йт)=0, 


(7.47) 
当 二 二 0 时 ,Xi =0 AKES). 


Riadh Lg odzo (z* ,dr* )= Dya )4х]. 
由 (7. 46),(7.47) 是 完全 可 积 的 ,于 是 ,存在 К” 内 包含 原点 0 的 
一 个 开 集 WCU). ÉE Wi 上 有 т 个 С° | 
ту #==/%(т) OAKES). (7.48) 
从 (7.47) 以 及 利用 变换 函数 矩阵 在 单位 元 处 是 单位 矩阵 这 一 性 质 , 可 
”以 得 到 
22, [.-0=8,;. (7. 49) 
З КӨ РАСТ ТЕ ЖЕ Ж, {Е К” 内 存在 一 个 包含 原点 0 的 开 集 WC 
Wiy 由 f(z)== СР С), SaD E LHE S E W A RAES 
点 心 的 开 集 ГСУ, СУ) ЕРЕ. 
Ф Еф pF EN KA es Т SWOR M AA ем Їй 
ТЖ Ф WDE 1А ВЕ. 在 映射 下 ,由 于 方程 组 (7. 47), 
有 
= ("бл =w; df= mlada). 
这 说 明 在 映射 环 下 ,N МС ЖЖЖИ ЫМ 的 MC 形式 的 基 ， 
.所 以 ,由 Pfaff 方程 组 (7. 34) 解 的 唯一 性 可 以 知道 ,在 这 映射 下 下 ,和 
的 乘法 省 数 恰 巧 映 为 M 的 乘法 函数 ,所 以 ,天 是 局 部 微分 同 构 . 


$ 8 ”李子 群 和 闭 子 群 


本 节 讨 论 李 群 的 子 群 与 李 代 数 的 子 代数 两 者 的 关系 . 
定义 3.7 N E— Â n EER, M 是 -一 个 m Sn EER, MR М 
ж МЕТ НАЗ НС. М —N ETRA WAME М 
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的 一 个 m 维 李子 群 . 如 果 М НЕМЕ ЛЕУ N 的 子 空 间 的 拓扑 , 则 称 
М 为 拓扑 李子 群 . 

т ЕЕ? M 是 李 群 N 的 一 个 m 维 李 子 群 ,那么 A(M) 是 ACN) 的 
一 个 子 代数 . 反之 ,ACN) 的 每 一 个 子 代 数 怡 是 N 内 唯一 一 个 连通 李子 
群 的 李 代 数 . 

证 明 设 李 群 N Ennem. HAF AM AEE Х,У ғ 
ER,exptX 是 М 内 的 一 个 单 参数 子 群 (包括 退化 情况 ), 恒 等 映射 了 是 
一 个 浸入 同 态 ,所 以 ,T(exptX) 一 定 是 N 内 的 一 个 单 参数 子 群 . 我们 仔 
细 分 析 一 下 第 一 章 定理 4 的 证 明 可 知 , 对 于 УЧКА ТРИЕ 以 ,一 定 
存在 NN 内 含 e 的 一 个 坐标 图 (多 ,办 和 М 内 含 e 的 坐标 图 (W gW 
CwWNM, 且 

AW)= {(z19 0) | Ее, е, 1а), 

Ф Y= {Cz о00 0960) | еее, іт), 

以 及 1 | 
PWS {lst Tm | 62, 6,16% т). (8.1) 


这 里 e 是 某 个 图 定 的 正常 数 .于 是 ,在 华 标 图 (W" ,J) 内 , 记 X= 2A 
区 Ce), 则 由 第 一 章 $ 2 的 公式 (2. 2) ,有 


ах.) = 22А ж (е). (8.2) 
为 简便 起 见 , 仍 用 X. 表示 上 式 右 端 , 仍 用 X 表示 由 .ETAN) 生 成 的 
4(CV) 内 的 左 尹 变 切 向 量 场 , 则 我 们 有 
1‹ехр.Х)=ехрФ41(Х)=ехргХ. г (8.3) 
因此 ,在 现在 的 记号 下 ,容易 明白 df EAMA A(N) 内 的 恒 等 映射 ， 
所 以 ACME A(N) 的 子 代数 . 
反之 ,对 于 ACN) 内 任 一 个 m 维 子 代数 g, 当 m= 二 0 时 ,显然 只 须 取 
李子 群 及 =e 就 可 以 了 ,如 果 Н 连通 , 则 只 有 这 一 种 情况 . 
下 面 考虑 mæl 的 情况 . 选择 ACN) 的 一 组 基 Xi” sXu ,使 得 X, 9 
++.Х„ 是 g 的 一 组 基 . 因 而 ,4CV) 的 结构 常数 满足 : 
а 88 . 


т 


[人 


(8.4) 

| 从 定理 19 我 们 知道 ,存在 一 个 m 维 局 部 李 群 U, 它 以 g 为 李 代数 ， 

FE А.ф) ,gle) 二 (0,:…,0), 这 个 启 部 李 群 的 MC 形式 的 
HE w ludu) e өс (usdu) ,并 满足 ， 


а: (8.5) 
W иь 0 „ө; (и,ди)==йи, AKKM), 
ДЗЕ У" (ао) (OY (шуъ) 6,504 (изт)). 
设 N 内 会 单位 元 ex 2 АЕ С, рә МС 形式 的 
HE о (х.х) sw, Сах), Ф (ек) 一 (0 ,0)， 


[e Gans -4 Schol (u,du)Aw; du), 


wu(zvdz) 一 会/ 赂 (z)dzy (1<Са<їл). (8.6) 


HEARED., y= lay) DaD Н ЖЯ MC 关系 
式 ， | 
OO a ns 
当 z=0 时 ,w(x dr)=dr, (Kaen). 
引入 zn 一 m 个 Pfaff 式 аг (и,ди)=0(жл-1<р<л). 
在 R"+*" 内 包含 原点 0 的 开 集 gXU)XqtU) 上 考虑 独立 的 Pfaff 方 
EHA: | 
wx,dr)— w: (и,йш)=0, 
站 一 和 时 ,zs 一 0 (1<а<а,1%2әә. 
我 们 利用 (8. 5). (8.7), (8. 8) 和 (8. 4) ,可 以 知道 
dwr dr) — dag (a,dau)=0. (8. 9) 
由 Frobenius 定理 和 (8.6) 可 以 看 到 ,在 К” 内 包含 原点 0 的 一 个 开 集 
VECE БЕ п Л С 画 数 
л„=/»„(и) Kan) (8. 10) 


满足 方程 组 (8. В), НОНЕ 3 ] 的 秩 是 m. 


i 


(8. 8) 
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Yy uEV, A би) = СР, lu), fea EAU). 
由 于 f 在 原点 的 秩 是 mn, 所 以 存在 R" 内 包含 原点 0 的 一 个 开 集 VC 


V ,使 得 f:V 1 一 > 了 (CV) 是 1—1 的 . 如 果 我 们 能 证 明 РС" uv) = 
DSU SD ,那么 在 NN 的 包含 单位 元 ex 的 点 集 07, = СРК, )) 
上 可 以 定义 一 个 与 Vi 局 部 微分 同 构 的 m 维 局 部 李 群 ,而 且 可 适当 缩 
小 Uz, 使 得 Uz! 一 Us ҖИ, А К” 内 以 原点 为 中 心 的 开 立 方 体 U, 
的 李 代数 显然 是 g. 

Ф т= (и) „у= Со), ERBA DRIE y= VWE: 


| (х,ар) = | 0, | (8.11) 
0—0 8,у.=0 (1<аи,1 іт). 
MA’ (lu,z) 满 足 方程 组 : | 
о TD КГ 
Щ о=0Н{,@; (ио) = UKK KES). 
名 (xz,y) 满 足 方程 组 : 
оо ty (8.13) 
当 ».=0Ш{,@„(х,у)=л. (ая). 


由 (8. 11 8. 12) 和 (8.13) 可 以 看 到 : 

о. dO —w 0" ‚403 ) 一 0. (8. 14) 
以 及 由 (8.112《8.12) 和 (8- 13) 的 三 个 初始 条 件 可 以 得 到 : A =н 
时 ,对 应 地 有 他 一 xz 一 az) ,再 由 (8.8), 取 一 0, 则 一 0, 所 以 ,利用 方 
程 组 (8. 8) 解 的 唯一 性 有 | 

2 7»)= = (201° (и,0)). (8. 15) 
由 (8. 15) 可 以 知道 U: 是 一 个 着 维 局 部 李 群 ,而 且 О 上 点 与 点 的 乘法 
恰巧 是 李 群 NN 的 乘法 . 

HAAR U: 可 以 在 NN 内 生成 一 个 子 群 互 ,下 面 证 明 可 确定 五 为 

一 个 连通 拓扑 群 . 如 果 能 证 明 这 点 , 则 由 第 三 章 定 理 1 可 知 н 是 一 个 


m 维 连通 李 群 .再 利用 短 阵 | 3 | 的 秩 是 二 ,和 利用 李 群 的 左右 移 动 是 
微分 同上 是 可 以 知道 ,内 射 7: —M 是 一 个 温 入 ,那么 , 妃 是 N 的 一 
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个 李子 群 , 它 以 9 为 李 代 数 . 

取 m 维 局 部 李 群 Us 内 含 单位 元 en 的 全 部 开 集 族 tD)Y a€ HH， 
定义 Н 内 集合 aO 作为 合 a 的 开 集 ,这 里 OE (О), ЖВНЕ № a0, 
Па,0,5 DØ, Y as СаО, Па;:О, H а:0СаО Па,О, „8 О, .О, „О, 
都 取 自 10} ,那么 ,就 可 以 由 全 体 {aolaeE 瑟 ,OE{1O) 作 基 , 使 得 已 是 
一 个 拓扑 空间 . 

首先 ,存在 mEOICUuEOCD: n ME asan am. 由 于 
是 局 部 李 群 ,因此 ,有 含 ev 的 开 集 O;E {О}, {& жО,СО,,ъ,О,СО,, 
因而 2:0, =а,1,0, СаО, 和 азО» =аоО,Са,О,, 可见, 的 确 有 aO 
a0, ПЦа,О,. 

对 于 右 内 任意 两 个 不 同 的 点 al ,ai ,由 于 а ar зех, WEES _ 
EN 的 开 集 O,CU :使 得 ағ Tat 不 在 О, 内 . RS ём 的 开 集 OsCU,, 满 
ж OsO5'CO,, 那 么 ,a? О, Па О = @,Н 是 Hausdorff 空间 . 如 能 证 


H 是 拓扑 群 , 则 由 于 Us 连通 ,以 及 H= ООВ ЕА ew 的 连通 
开 集 ,那么 五 连通. | 

R F:HXH —>H,F(b.b) Ы.Е bbr 的 任 一 开 集 
bibr Os XE OE {0} ,一定 存在 О,Є {0} ,满足 6;0;867!1COs(bs 可 写 
RU: HIERHER), LERI 0E 19)} ,使 得 OO СО, , Й FOs 
ҺО) = bOs 0,0.) = ОО Chib (bb) Chib Os ВЕ Ж 
续 , 因 而 玉 是 拓扑 群 ， 

IIFAR ITH М, СЛНУ) = АН) =g E A(N) 的 子 代数 ， 
由 (8.3) 可 以 知道 Y ХЄд,ехрХ 既 可 看 作为 H 内 的 一 个 单 参数 子 
群 ,又 可 看 作为 维 李 群 NN 内 的 一 个 单 参数 子 群 . 所 以 ,N 的 指数 映射 
exp ХЕ g Е. ВЖ ехрос У, Н, ,ехро ERTE Н. CH. {В 


expg 包含 H 内 的 一 个 开 核 fexp 之 0 总 | 一 ec< <е), Ж Х.Х, 
是 g 的 一 组 基 , 所 以 ,由 Н 的 连通 性 可 以 知道 H= Н. 也 就 是 说 ,满足 
条 件 的 李子 群 只 有 一 个 . 
李 群 的 代数 闭 子 群 是 另 一 类 很 重要 的 研究 对 象 . 我 们 先 证 明 一 个 
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引 理 . 

引 理 。M 是 一 个 六 维 李 群 ,对 于 ACM) 内 任意 两 个 固定 左 不 变 切 
问 量 场 X,Y ,一定 存在 e 沁 0, 对 一 e<t<e, 有 

(1) exptXexptY =exp {t C+Y)+S EX, Y] +G) Fs 

(2) ехрғХехр/Үехр( —2Х?ехр( —tY)=exp{ť [X,Y )+о(°)). 
这 里 lim 2020. 

证 明 AF5 ЛОМАЕТ XY 固定 时 ,利用 exp 在 


售 0 的 一 个 开 集 了 CA4GCAM) 内 是 微分 辣 胚 ,所 以 ,存在 正常 数 e e< 
t<eE 时 ,有 tXEV,tYEV 和 


exprXexptY € exp¥V. | (8.16) 
那么 ,存在 唯一 Z(z) EV ,满足 
expt XexptY =expZ (2). . (8.17) 


这 里 Zi 是 ACM) 内 取 值 为 1 的 0” 函数 ,显然 200) = 二 0. 令 U=expV， 
REM 内 含 单位 元 的 坐标 图 (U p. 


®ү,= 2 збе) ВУ 生成 的 单 参 数 子 群 的 局 部 坐标 (ri(t)， 
л (БОЖЕ. 


= => (1<]#<т). ‹8. 18) 
因此 ,Y Же е 有 
gren = кш > Mn Yf, (8.19) 
和 
д а yn АҮФ: dr 
和 /exptY) =, (YD 一 之 эц ҮСҮ). 
(8. 20) 
A FO =f lexptY). У ti 是 CC 的 ,所 以 ,有 
F= OH АЁ el „+ r EED |, +в, (8. 21) 


REDRE г ип дой" э= 0, Ж 


» 92a 


Fep =f e) HY, f+ Ley cys ) 二 od). (8. 22) 
НАРАВ Е f, 我 们 有 


f(aexptY)=f (a) HYS + tey, (ҮМ +0627). (8. 23) 
因为 当 a,z 和 ax 都 在 U 内 时 ,有 
X YDD Yf lar) =Y af AAY f 
=Y A DYA /)(х), ‹8. 24) 
所 以 ,对 于 UU 内 的 a,(8.23) 可 以 改写 为 | 
/(аехргҮ =f (HY SHEY YP +00). (8. 25) 


S a=exptX ,类 似 (8. 22) ,我 们 有 | 
tY. =tYf (exptX) 
=: (е) HEX. Yf) tolt), (8. 26) 


Ley (YP = PY (Ү/Э(ехргХ) 


=-угҮ,(Ү/) Fo (8. 27) 


f(a)=f (exptX)= (е) +ех/+-уеххх) +04). (8. 28) 
将 (8. 26). (8. 2703168. 28) 代 入 (8.25) ,我 们 可 以 看 到 
f (exptXexptY) =O HAAY DSH ELK +2X. (YP) + 


Ү.(ҮР 1+0). (8. 29) 
人 | 

| Za) =Z +Z +o), (8. 30) 
那么 | 


flexpZ a) =/(ехр@27,-+°7,-Ео0?))) 
онан) А000) (В. 31) 


сен + 20Р 22 71-009). (8. 32) 


从 《8. 17) ,再 比较 (8. 29) 508. 32) ,有 
Т.=Х.+Ү,. | Z =Х+Ү. (8. 33) 
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那么 | 
Za=4[X.Y] 7,=-у[Х ү]. (8. 34) 
因此 ,证 明了 (1). 由 此 ,就 比较 容易 证 明 (2)( 要 适当 缩小 e). 
exptXexpiYexp( —#Х)ехр( — tY) | 
expli (X +Y) HTX, Y] Ho erpi (X+) +Z [X,Y] 
+о(;)} 
=exp [Х,У ]-+-0(.*)}. (8. 35) 
我 们 以 前 讲 过 李 群 的 第 一 ,第 二 类 规范 坐标 图 ,现在 引入 第 三 类 规 
范 举 标 图 的 概念 
设 凡是 一 个 т AER, AMA AE XXn EER 5,1 


«ут 一 1. 定 义 映 射 Fi; ACM) 一 >M, Fi( NX) = exp (2hX,) 
i=} =l 


expl 2) АХ.) ,在 第 一 类 规范 坐标 图 内 ,映射 导出 局 部 坐标 之 间 的 
映射 | 

F, (hse sAn) СР, ССА ое А, 0,5,0), COs eOr Apit An) 
So E OE 0) CO Y EREET DDF (8. 36) 
Ш (тәу M 的 乘法 函数 . 


БЕ Е, 在 ACM) 的 0 处 ( 即 全 部 都 为 0) 的 Jacobi 矩阵 是 单位 
惩 阵 ,所 以 ,一 定 存在 ACM) 内 含 0 的 一 个 开 集 下, 使 得 Е, 是 六 到 М 
内 开 核 F,(V) 上 的 一 个 微分 同 胚 ,因而 , 李 群 M 上 有 一 个 含 单位 元 e 


的 坐标 图 (U ,9 ,U0 上 的 点 可 以 写成 exp( AX expl DAX) ,和 这 
点 在 映射 p 下 的 局 部 坐标 是 (4，,… ,加 ).(U ,9) 称 为 李 群 M 上 第 三 类 
规范 举 标 图 . 
现在 我 们 可 以 建立 下 述 定理 . 
定理 22 m 维 李 群 M 的 闭 于 群 H 是 M 的 一 个 拓扑 李 于 群 . 
证 明 首先 Н {ЕУ М 的 子 铬 和 子 空间 是 一 个 拓扑 群 . 令 
K={XEACM) |exptXEH,Y ЄК}. (8. 37) 


下 面 我 们 证 明天 是 4CGM) 内 的 一 个 子 代 数 . 
Y XE 天 ,对 于 民 内 任 一 固定 数 * AYER, 
expt (sX) =ехри?)ХЄ Н, (8. 38) 
Hi sXEK. 

YX,YEK, MYER, XH expX € Н, expY Є H Ж 
exptXexptY € H. 由 于 存在 正常 数 se, 当 一 s<t<s 时 ,由 上 述 引 理 的 
《1) .有 

expt[(X +Y) +0) ]=exptZ.EH , (8. 39) 
这 里 7,=Х-+Ү--о() ЖЇН ос) 8 г HPT limo) = 0. 


у гек, 2жас, Č = [Š] ос 
А<1, AI 


a= [Ftu expl kZ = (еки Є Н. 


i Plim[È 807, XY AE Н 是 闭 集 可 以 得 到 expSCXTY)E 
Н.ЖА,.Х+ҮЄК. 

又 可 看 到 ехр.ХехргУехр( —1Х)ехр(-——Ү)Є Н, н + ИТЛТЕЕЖ 
є, 4 —е<1<е 时 ,由 上 述 引 理 的 (2), 有 expl [XY] +E ЄН. < 
17 一 [,7] 十 of ,从 ехр# 7; 抱 耕 ,完全 类 似 上 述 可 以 得 到 [和 ,7]E 
K. W, K 是 ACM) 内 的 一 个 子 代数 , ХЕ Е 21 ,ехрх охи XEKE 
成 М 内 的 一 个 连通 李子 群 N,NCH. MEE H HEAT e 的 连 
Hh H =N. BR NCH. 

实际 上 ,我 们 只 要 证 明 对 于 N 的 含 e 的 任 一 个 邻 域 六 ,Y 必定 是 
Н 的 含 的 一 个 邻 域 就 可 以 了 ,因为 从 这 可 以 推出 五 ,CN ,而 且 作 为 
ЊЕ Н,= М,Н, 就 是 一 个 5 维 连 通 李子 群 , 这 里 5 是 К 的 维 数 . 证 
明 的 关键 在 于 考虑 15 — 1 的 情况 ,用 反 证 法 . 如 果 存 在 入 HE e 
的 一 个 邻 域 V,V RE HAR e 的 一 个 邻 域 ,那么 存在 H 内 的 一 个 点 
列 {c.jzEZ+ CC 一 ,而 上 在 总 的 拓扑 下 ,{elaEZ+ 收 误 于 e, 记 
ше 

ALM) 可 以 分 和 解 成 两 个 线性 子 空间 下 与 HAM, AM 二 Kl 中 
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К, М 的 第 三 类 规范 坐标 贸 , 即 存在 К, 内 含 0 的 一 个 开 集 V 和 天 
内 含 0 的 一 个 开 集 V,, 使 得 expVYiexpV, 是 诸 内 含 e 的 一 个 开 核 ,以 及 
expVzCV. 设 VV 是 紧 集 . 

假定 全 部 с, 落 在 这 个 开 核 内 ,那么 对 于 性 一 固定 c., 存 在 唯一 А, 
СУ, 和 B,EV,, 满 足 | 

с. ==ехрдА,ехрдВ,. (8.40) 

ехрА, =с,(ехрВ.) ЄН, % А,520. H тс, =е, 由 (8. 40) 分 解 的 
唯一 性 ,可 以 得 到 lim4, 一 0， | 

因为 А, 520, ТЕТЕ УЕЗИ г, 220, 18 г, А.Є У. 0, 1А, 
ЄК, — V ЖАЯ (5А, |62. ЕЖУ, 内 , 且 应 有 收敛 子 序列 . 
为 简便 , 仍 用 {r,4.jzE2Z+} 表 示 这 个 收 伍 子 序列 ,那么 它 的 极 弛 点 А 
在 V ARE, AZOA 不 在 下 内. Ес 

Y р,0Є2,.3Х 8 тс>0,Ш—ХЕЗ5З ҖЕ 5..2, 满足 ре. =. Fins OSE 


<ф,1йп 24,=0. 由 于 到 4 二 三 limr,A, 一 lims,A,, 利 H H RATEM 
ехрА„Є Н.Ж 


ехр A = limexps,A, = lim (exp á EH. 


再 利用 全 体 有 理 数 在 R LASA, УС К,ехрмАЄ НЫ, А,А 
EKK, 于 是 ,得 一 亨 盾 . 

拓扑 群 五 的 单位 元 连通 分 支 五 *。 是 姥 的 一 个 拓扑 李子 群 ,现在 证 
H H E MARIETTE. RU, pE H. 内 会 单位 元 e 的 一 个 坐标 图 ， 
Ж Н. 内 的 开 核 了 ,使 得 V=V…' ,而且 VYCU,Y хє Н, чр 
(Vrp) Щу уЄ Ух, A-H EV {$ у= ол. 令 ф=ф(о),Н Æ 
一 个 流 形 . 

当 Уа ПУР Е, zEVaN Vb, A vsv EV ,使 得 z= 二 va 二 vsb， 
ab =; uv EVVCUCHo. 类似 地 ,有 ba !EUCHo. 由 于 vw; 二 vs 
(Фа) ъ= Саб 1), ЯТ әт, о; LH С". ЖЯ («у= рбт), (с) =р 
(vs) ,因而 两 坐标 图 (Va,%%) 与 (V5,98) 是 C™ 相 关 的 . 


R Е.НхН —»+Н,Е(х,у)=ху RAE LEH EG y 的 变 
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化 范围 限制 在 六 :>yEY 和 IEY, 即 考虑 bmyO 内 的 y, 首 先 存在 
mn СУ, #18 у= ор ро. 在 坐标 图 (V5,98) 内 ,RCy)= 二 plv3); 而 了 
《pg 一 ze 一 za EER Н, 到 玉 。 上 的 内 自 同 构 映射 ,因此 , 必 基 微分 
司 构 的 映射 ,所 以 ,y 的 局 部 坐标 与 o 的 局 部 坐标 互 为 C™. 取 固 定 а, 
使 得 工 在 a 洁 近 变化 ,满足 TEVa,y 在 5 附近 变化 ,yE2V ПУР 和 
ху !EYVab"!. 于 是 ,有 vsyvs СУ, хаа, ту = vab, FHH y=bw， 
可 得 ve 一 vsavr а‘. klor D sava E H, h GE Н, 9] Н, 上 的 
微分 同 构 映射 ,因而 容易 看 到 wx 关于 vs 和 vw 是 C~ 的 ,这 导致 zy ' 关 
于 zy 是 C” 的 . 

ЕА, Н 是 一 个 李 群 . dimK 一 mn ,0 的 情况 留 给 读者 作 练习 . 

利用 定理 22, 实 单 模 群 SZ(z,R) 和 实 正 交 群 O(m>,R) 显 然 都 是 李 
群 GL(,R) 的 拓扑 李子 群 , 复 正 交 群 O(nm,C)、 西 群 U(n) 和 复 单 模 群 
SLi, OÈ GLa OHIE T. 

我 们 知道 李 群 GL(n,R) 的 李 代 数 是 gi(n,R) ,那么 SLCn,R) 和 
O(n,R) 的 李 代 数 是 什么 呢 ? 

YXEACGSL n, R) J5 X= (ai), 如 果 和 矩阵 X 的 复 特征 值 是 
А, ;入 , 则 由 玉生 成 的 单 参数 子 群 所 的 特征 值 是 е, eeh 由 于 
detje*| 二 1, 和 det|e 人 | 一 e 久 ee 和 二 e+, 这 里 ER, 那 么 必用 


十 … 十 一 0, 这 导致 之 ,as 一 0. 反 之 ,容易 得 到 ,对 于 满足 之 /ou 一 0 的 
Ж RE X= (4)), 必 有 e*ESL(n,R), 于 是 ,SL(n,R) 的 李 代 数 就 是 gl 
(Cn,RR) 内 人 妃 迹 为 零 的 矩阵 全 体 组 成 的 子 代数 . 

ү ХЄЛ‹О(бп ‚Куу, X= Ca) Бы (а; (ED 一 ec sa; 0) = 一 6.;, 利 用 ij 


сой ЖЕ IGENE AO = Daras). F Da0 


а) =a mAT t E t= 处 微分 ,有 autar 二 9. 反之 ,对 于 任 一 个 实 
„Хп ВЕРЕ X, XT = Ху ЄК, ех (ех) ехе 一 e+ 一 
ТУШ e EO, К). FÆ OG КУК о (п. ЕК) Р R К 
E RRKT IEY. 
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$9 同 态 和 高 群 


F 是 m 维 李 群 М Aj л EER М 内 的 一 个 C~ 同 态 , 对 于 М 内 任 
一 个 单 参数 子 群 expt 了 ,利用 5 定理 ?, 有 
Е (exptX)=exptdF (X). (9.1) 
这 里 аЁ‹х›Ж AMN AH dF(X,,) 生 成 的 左 不 变 切 向 量 场 ， 
定理 23 Рт ШМ 到 维 李 群 N 内 的 一 个 连续 同 态 , 则 
(1) dF Æ AMDA ACN) 内 的 同 态 . 
(2) FF 的 核 的 李 代 数 等 于 dF 的 核 . 
(3) 当 МЕН, ЕСМ) N 内 一 个 连通 的 李子 群 , 且 ЛЕСОМ) 
=dF (CAC(M)). 
证 明 《1) 我 们 首先 证 明 : 
Ya, BERN X,YE ACM), 有 
dF (aX+BY)=adF(X)+BIF(Y). (9. 2) 
也 就 是 讲 , 要 证 明 
[dF Caxt+BY)]., =[adF 0х) ДЕУ?) 
由 公式 (5. 3), 上 式 即 为 
dF (aX, +BY.)=adF(X.,,)+PdF(Y.,). (9. 3) 
(9. 3) 式 中 的 dF 的 确 是 线性 的 ,所 以 ,(9. 3) 是 显然 成 立 的 . 因而 有 (9. 
2). 
再 证 明 
[4а/С(Х).4ЕСҮ)1=4ЕС‹[Х.Ү ]). (9.4) 
从 88 我 们 知道 ,存在 є>0, Е ее, 有 
Е (expt LX ,Ү lexptYexpt Xexp(—1Y)exp(—tX)) 
=F(expt [X,Y DF (exptY )F Сехр Хә) F (ехр( — У) ) Е (ехр(— 
іХ)? bog 
=exprtidF (ÒX ,Y ])ехраЕ(У)ехраЕ(Х)ехр( — ЕСУ ))ехр( — 
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tdF(X)) 
=ехрёағ([Х,Ү Dexp{t: [dF (YY ,dF(X) ]4-о0%)) 
=exp (dF (LX,YD)+r[LdF(Y) ,dF CX) 1+o()}, 
另 一 方面 ,有 
Е(ехрг [X,Y JexptYexptXexpí— tY )exp(—:X)) 
=F exp [X,Y ]ехр{[УҮУ,Х]+о(4))) 
=F (expo (t ))=expo l). 
利用 exp ER 0 的 一 个 开 集 内 是 微分 同 肚 ,因而 对 于 一 se<<z<s, 有 
PAF(CX, Y D+ HEPLAF(Y) AFX) |] =0о4), 
BL FiA, A 


dFCTX,Y]) 十 [qdFC7) ЗАЕС] 2000), 


这 里 lim 1000) =0, ТЕЖО. 4). dFCACM)) 是 ACN) 的 一 个 子 代数 . 


(2) ЕЖЕ (ех) Ж М 的 一 个 闭 的 不 变 子 群 ,利用 定理 22, 它 是 
M 的 一 个 拓扑 李子 群 ,ACF-!'(en)) 是 ACMD) 的 一 个 子 代数 . 

УХЄЛ(Е-'(ек)), ШМ tE RsexptXEF (ey), F (exptX) Eens 
B exptdF (X) =en, PEVA A AFX =0, X EdF 的 核 . 

= BZN XEdF 的 核 , 则 dF(X)=0, ЖА, У tE R,exptdF(X) = 
en Е(ехрХ) = ем,ехрХЄ Е (ем).ХЄ ЛҒ (en)) ,因而 有 (2). 

(3) expdF(A(M)) 生 成 N 内 一 个 以 dF (A(M)) 为 李 代数 的 连通 
李子 群 G,VXEA4AGW) ,利用 expd 互 (和 X) 一 焉 (exp 和) 可 知 ,G 是 由 下 
CexpACM)) 生 成 的 ,由 于 M 是 连通 的 ,AM 必定 由 expA(LM) 生 成 ,因而 
F(M) 也 由 (expACM)) 生 成 ,所 以 G=FM). 

设 9 是 实 ( 或 复 ) 李 代数 ,gt 是 9 的 一 个 子 代数 ,如 果 Y XEgi,Y У 
Eg, 有 [X,YjE О, Шо 是 9g 的 一 个 理想 ( 子 代数 ). 上 面 定理 中 dF 
的 核 就 是 ACM) 的 一 个 理想 ，- | 

从 理想 qi’ 可 以 构造 商 空 间 g/g- ТЕ g/g М.Х’ sY YHA X 
一 YEg ,定义 (<X 十 BY) =aX* 十 BY' ,这 里 a,8ER( 或 C),X,YEg， 
9/g@ 是 一 个 线性 空间 . 当 Xi SX: Y; =Y: 时 ,利用 g 是 理想 ,容易 
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看 到 [Xi,X:j] 一 [Y1,Y;]€Eg, 因 而 可 以 定义 g/h 内 的 换 位 运算 LXY ， 
X: |=[Х, Xl“. 该 者 不 难 证 明 g/g 是 一 个 实 ( 或 复 ) 李 代数 ,我 们 称 
тла о. С g ВоВ. 自然 映射 х,о 一 9/g,(X) 一 
Х * ERNAS. 

定理 24 MM 是 一 个 mm 维 李 群 ,N 为 1 的 一 个 闭 子 群 , 则 右 旁 集 
空间 МАМ 是 一 个 微分 流 形 , 特别 , 当 NN 为 M 的 闭 的 不 变 子 群 时 , M/ 
N 是 一 个 李 群 ,ACN) 是 ACM) 是 一 个 理想 ,而 县 ЛОМАМ) = АСМЭ/А 
(N). 

证 明 由 定理 22,N 是 M 的 一 个 拓扑 李子 群 ,ACN) 是 ACM) 的 子 
代数 . 因而 我 们 可 以 把 ACM) 分 解 为 两 个 线性 子 空间 ANA g 的 直 
M: 

ACM)= АМО. | (9.5) 
选择 ACM) 的 一 组 其 XX，… Xn tE AXX 是 ACN) 的 基 . 取 李 群 
M 的 第 三 类 规范 坐标 图 ?, 即 存在 A(M) 内 含 0 的 一 个 开 集 Y, (exp(Y 
NACNÐexp (У 9), 4) ЖМ 内 含 单位 元 。 的 一 个 坐标 图 ， Фф 


(ехр Daep, >) А.Х, = СА, е, An), BAR pep >) АХ = = 

жй. Уд: ЖЬ 我 们 要 求 Y Е (ехру) П У =ехр(У ПА 
СМ)). ОҢ XEV,V 很 小 , 且 expXEN 时 ,expX 属于 М 内 某 开 核 与 
N 的 交 , 即 expX 属于 N 内 某 开 核 . } 选 择 AMKG 0 ЕФ УСУ. 
使 得 expV iexp( 一 V1)CexpV ,对 于 exp VINDA ATH roy, RAE 


ЕЗ пбх) лбу) ,这 里 т; M 一 >M/N 是 自然 映射 . 用 反 证 法 . 若 л 
(х) =я(у), Ш ху Є М{]ехр/ Cexp V ПА‹Л), КН Ж.Н Ү,ЛЄЎ, 
9 和 XEVNACN) 满 足 x 一 expY,y 一 expZ 和 
ехрҮехр( 2) =ехрхХ, 《9. 6) 
HI expY 一 expXexpZ. Н 4 HJE X ИЯ Ү=7,Х=0. 所 以 限制 
ЕЁ еВ ep VNDE 1-1 的 , 又 利用 x 的 定义 ,可 以 看 见 
ж(ехр(У,[1д))=хж(ехр(У, NAND Cexp (У, 9). (9. 7) 


D H m=n ВЕ, ERE BR: я=0 ЕЧ. М 拓扑 离散 ,定理 也 成 立 . 
• 100 , 


Arle VND ARGAZ M/N 内 含 Le]=r(e) 的 一 个 开 集 . 
可 Е TERE Ст Сехр СУ, 19), ә, 


Hxexp, > 4 y= Cp hp Mr” ee > A 
FIH PM p REA p EFR. 

对 于 IN 内 的 点 [ao] 一 rCa), 我 们 构造 含 [a] 的 坐标 图 (r((exp 
VAD DATT x((exp《Vi 站 9))a) 内 的 任 一 点 i nl (expY)a), 定 
X ginl lexpY)a)) =ф(л(ехрү)), И M/N 是 一 个 тп 维 流 形 . 

шщ л (ехрбУ, 19) 24) Nr erp (V1 门 9))5) 隆 名 时 ,在 上 述 交集 内 
ERa z WEY ZEV Ng Ні | 

е==л((ехрї Эа)=хС((ехр7)6). | (9.8) 


жуу D х2 Dy ао) бу, Ya аа) (тз, 
ез). 从 (9. 8) 知 道 ,存在 hEN ,使 得 (expY)a 一 htexp2Z)6b. ШЕ л, 
由 于 expZEh expl Vi АСМ) )ехр(У, Nab С Аар ТЖ, 
所 以 ,有 ACM) 内 含 0 的 开 集 V' СУ, 和 含 Z 的 开 集 W" СУ, 使 得 
ехр(У* NNACN))exp WW’ ND Ch ‘exptV, AACN Dexp(V gab. 
Y XEV' ПАЧ ,У 2" EW' По, EE X EVNAN Y ЄҮ, П, 
使 得 ехрХехр2' =А`!(ехрХ "ехру ' Jab. HF А (ехрХ ‘ехрү?) 
ab-! 与 expX*expy АН Ж С 的 ,所 以 ,expXexp2Z 与 
expX "expY “的 局 部 坐标 应 当 互 为 0™ ,特别 ,当天 一 0;2 =Z, X" 一 0， 
和 Y* =Y 时 ,再 利用 第 三 类 规范 坐标 图 ,可 以 看 到 w+ Ya 关于 
zi,… ,za 是 C” 的, 类似 地 ,可 得 xzo 关于 узы, се, Ya 是 C” 的. 
M/N 是 m~n 维 微分 流 形 . 

эм м 是 М 的 闭 的 不 变 子 群 时 ,M/N ТЛЕ M/N 的 开 核 x 
Сехр (У, NDK Lr] Cyl ley 1,08 х, узлу Єехрб(У, 9), M 
于 У, СУ, ЕА (сехр V ПАСОМ Dep VND 9) 9 .0С2) == (0, 5, 
OLur" La) PCy) == (0, +, 0, Унало "> Ун) Ску 12) = (0,0, 
Ф. Са), (у) ) 5-5, 27. pr), p(y) ТЕ Ст Сехр СУ, Г9)),ф Ф 
[r] (а, з" хь) ‚Ф y]= (уат У) ИА@; CEAR- EDES 2,06 
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Cr) AyD natem), Дф ту! = Ain rley], 
Da 921,400). 从 而 容易 明白 <(exp(y,mg)) 量 一 个 亚 一 = 维 局 部 
李 群 ,利用 定理 1 可 以 知道 M/N 的 含 单位 元 fe] 的 连 明 分 支 天 是 一 个 
тп 维 连通 李 群 ,而 且 K 的 微分 结构 在 M/N 的 微分 结构 内 最 后 证 
Н КЕЙТ Е. М/М х М/М -—M/N F(C], Ly] = [ey 1 С". h 
于 [х1]Є К[а],Гу}Є К[Ь]=[&]К ‚[ху-']=[х]Гу] є К!а1К[27) 
СК[а67'], RE ЕГ), [o] wE K, с) Гаа 51 
ello] Cry ]= [wla] Ж ullae] ar = [w]. ФГ 
Са1]Са 1°, о" ] [o Є К.С] (ао, К, Ы 
Rir] [Ги]},[у1]58Ге],[ ху”! Ј5 Гола — ААН, F 
ж С°, М/М 是 一 个 李 群 . 

现在 我 们 来 证 明 当 NN 为 МТ КА ЕВ, ЛОМ Е ЛОМ) 
一 个 理想 子 代数 . 

对 于 4CV) 内 固定 的 X 和 ACM) 内 固定 的 Y, 存 在 常数 e>0, 对 于 
一 E<<t<<e, 有 

exptXexptYexp(—tX )exp(—tY)}=exp {t [X,Y ]|--0()). (9.9) 
由 于 NN 是 不 变 子 群 , 则 有 ехр(2(Х,Ү]+00))Є №. 对 于 R 内 任 一 固 


定 的 非 零 *, 用 [六 ]( 这 里 # 是 (一 ee) 内 任 一 固定 的 非 堆 数 ?表示 不 超 

过 言 的 最 大 整数 ,那么 喜 = ГА, о<А<1,=[2]-А', N 

是 闭 子 群 ,可 以 得 到 | 
ехр(С230СХ,Ү1+15 09} EN. 

于 是 ,exps{[X,Y] 一 和 [XY] HLS oa) EN. 5: ——=0,[Ж1о 


(Y=[ N . Foo, руя] exps[ X,Y |EN, 和 [X,Yi€EA 
(CN). 因此 ,ACN) 是 ACMD) 的 一 个 理想 . . 
ER MIER M/N ВВАЖА я. М —M/N 导出 李 代 数 Л 
ADI ACM/N) 上 的 一 个 同 态 dx( 这 里 到 上 的 理由 请 读者 给 出 ), 利用 
定理 23 的 (2) ,dr 同 态 的 核 就 是 的 核 N 的 李 代 数 ,因而 元 代数 А 


+ 102 >: 


(CM)/A(N) 同 构 于 李 代 数 A(M/N). 


$10 伴随 表示 


设 М Ж —1 т 维 李 群 ,FF 是 儿 到 GL(n;R)( 或 GLtn,0)) 内 的 一 
个 连续 同 态 , 则 称 下 是 М 的 nn 次 实 ( 或 复 ) 表 示 , 显 然 ,f E CH. 

对 于 M 内 任 一 固定 的 点 z, 我 们 定义 F(T):M —+М,ЕСх) (у) = 
жул %,Е(тх}& MM 的 内 自 同 构 映 射 ,容易 明白 Ftz) 是 针 到 MM 上 的 一 
个 微分 同 构 ,dFCr) 是 李 代 数 AMORA ACM) 上 的 一 个 同 构 ,一般 记 dF 
(xz) 为 Ad(x), 因 而 ,对 于 M 内 的 任 一 单 参数 子 群 exptX, 有 

Flr)(expt KX)—exptAd(r}X. 《10. 1) 
而 对 ACM) 内 固定 的 一 组 基 闫 ,,…', 久 ,ACM) 到 自身 的 可 逆 线 性 变换 
的 全 体 组 成 的 集合 等 网 于 COL. R). 对 于 固定 的 +;,Ad(x) 是 ACM) 上 
的 一 个 可 道 线性 变换 ,Ad (Cx) EGLCm,R). 

于 是 ,我 们 有 映射 Ad:M 一 一 GL (т. R) Ad RAER M 上 的 伴 
БЕ. 

定理 25 伴随 表示 是 т 维 李 群 M 的 rm 次 实 表示 ， 

证 明 НҒ Е (ху) = Е(х)Е Су), Н (10.1), § Ай(ту) = Ай(х) 
Ad(y) ,特别 ,有 Ade) =1„(АСМ) ЕНЕ р). 

对 于 M 内 固定 的 x, 由 于 在 М 上 存在 含 e 的 一 个 开 核 品 ,在 UU 上 
指数 映射 exp EADAE, AAF M 上 乘积 映射 的 连续 性 ,存在 开 
V ARR r HFR WV, 使 得 VIVV7'CU. 当 expxEV 时 ,可 以 知道 
V(texpX)Vi!'CU. 由 于 expAd(r)X 二 F(x)expX=zxzexpXzr &U,F 
(т)ехрХ 关于 上 是 C” 的 ,又 由 于 在 芝 内 exp 是 一 个 微分 同 有 是 ,因此 ， 
Аа(х)Х XF z Ш Се. 


对 于 AMORE ВЕ Х.Ж NEZ ,使 得 exp 十 XEY, 而 Ad 
(z) 是 ACMD 上 的 一 个 线性 映射 , 则 有 Аат) = МАЯ) СХ AN 


ЖЕ х Æ С, АР Аас) = Æ С". 
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伴随 表示 导出 A(M) 到 g(m,R) 内 的 线性 映射 dCAd) ,一 般 记 d 
《Ad) 为 ad, 这 里 gilm,R) 也 可 以 看 作为 ACM) 上 的 线性 变换 全 体 . 
定理 26 У X,YEACM) ,adX(Y)=[X,Y]. 
证 明 对 于 府内 任 一 单 参 数 子 群 expiX , Аа (ехргХ ) = ехрі 
ad(X) 是 GL(m,R) 内 的 一 个 单 参数 子 群 (包括 退化 情形 ). 
由 (10. 1) 知 道 , 对 于 固定 的 t, 令 z 一 exptX, 有 
F(exptX ) (ехргУ) =ехрғА4(ехрғХ)Ү. (10. 2) 
НЕТЕТ е220, Ф <<, 
PlexptX) (exptY )= новое 
ИГУ zt У) 
十 of 经 Ее, 
==ехр{Ү-+{Х,үҮ 14-04) ). (10.3) 
利用 exp 在 含 0 的 一 сааса 对 于 充分 接近 于 
0 的 1, 有 
Ad(exptX)Y =Y +:[X ,YJ 十 ot). (10.4) 
而 
Ad(exptX)Y = (exptadX)Y 
= (е9Хуу 
== (In tHtad X) +0())Y, (10. 5) 
这 里 lim 00) 0, 
从 (10.4) 和 (10. 5), 有 
adX(Y)=[X,Y]. - (10. 6) 
VXEACLM),adX 称 为 由 XX 导出 的 内 微分 
g 是 一 个 实 ( 或 复 ) 李 代数 ,Y 了 X,YEg, 我 们 定义 adX(Y) 二 [XX， 
Y]. 那么 由 X 导出 的 内 微分 аах 有 下 列 简 单 性 质 : 
性 质 1 ad[X,Y 一 [adX,ad7J. 
ШВ Y ZEg, 有 
ad[X, Y (2=[LX.Y].Zz] 
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=—[Ү.7],Х]—[[7,Х],уУ] 
=—[adY (2Z),X]+[adX(Z),Y | 
=adX (adY¥ (Z))—adY (adX (7)) 
= [аах ,adY |(Z), 
因而 ,作为 9 上 的 线性 变换 ,有 性 质 1. 
性 质 2 内 微分 ad 的 核 是 集合 {XEg|Y YEg:[X, Yj==0), 称 为 
g 的 中 心 , 它 是 9 的 一 个 理想 子 代数 . 
性 质 2 的 证 明 较 容易 , 留 给 读者 作 一 练习 . 
Y X,YEg, 定 义 
(X,Y)=Tr(adXadY), (10.7) 
这 里 Tr ЈА Ж. 
(X, 了 ) 称 为 g 的 Killing 型 ,或 称 为 g 上 的 Cartan 内 积 . 显然 ,CX， 
Y)=(Y, X), MY a;BER( 或 C), (aX+BY,7)=al(X,2)+B(Y ,72). 
性 质 3 (adX(Y).Z)+(Y,adX(Z))=0. 
证 明 这 是 因为 
(аах сү ),2)+ СҮ ,adX(Z)) 
=([ Х,У ],7)+С(У.[Х,7]) 
=Tr(ad[ X,Y 1842) +Тг(аёбУаа[Х,2 р) 
= Тг ([аах ,adY ladZ)+Tr(adY [аах ,adZ]) 
:一 Tr((adXady 一 ad7adXy)adZ) 十 Tr(ady(adXadZ 一 adZadX)) 
= Тү ( (ааХаауа4й) -– ТОМЕ о 
—Tr(adYadZadX ) 
一 0- 
mR p 是 g 到 gg 自 身上 的 一 个 ( 李 代 数 ) 同 构 , 则 有 下 面 的 性 质 4. 
性 质 4 (p(X),p(Y)) = X,Y). 
证 明 RX oX 是 李 代 数 g 的 一 组 基 , 则 p(X1),…,p(X) 也 
是 李 代 数 g 的 一 组 共 ， 


设 adX(X,) = 之 ao, 则 ado(X)CP(XD7) 一 [pCX) ,р(Х;)1= 
= 


PTX, X: ]= Daso (X). 由 于 求 追 迹 的 运算 不 依赖 于 g 的 基 的 选择 ,所 
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以 ,adX 相对 于 基 X, e, Xn 的 矩阵 就 是 adp( 和 7) 相对 于 基 p(X,),…， 
PLX») 的 矩阵 ,当然 ,用 Y RE Х 也 有 类 似 的 情况 ,因此 证 得 性 质 4， 
我 们 知道 李 群 的 闭 的 不 变 子 群 的 李 代 数 是 李 群 李 代 数 的 一 个 理想 
TRK. 反之 ,利用 伴随 表示 ,有 下 述 定理 ， 
定理 27 M 是 一 个 m 维 连 通 李 群 ,g 是 ALM) 的 一 个 理想 子 代 
ЖЭШ expg 生成 M 内 一 个 不 变 子 群 Н. 
证 明 VY XEACM),Y YEg,Y tER, 有 
expXexptYexp(—X)=F(expX) (exprY) 
| =ехргАа(ехрХ)У 
=ехр/(ехр аад Уу 
=ехр(ге*'®Ү). (10. 8) 
由 于 9 是 A(M) 的 一 个 理想 子 代数 ,所 以 ， | 
“Ху = (1+ 21 у ®аЮӨҮє ө, 
#-}Ж,ехр(е“ХУ)Є Н. 
由 于 М 连通 , 则 Y rE M, FE XX EAM), 18 х=ехрХ, 
:expX,, 反复 利用 上 述 结 果 , 可 以 得 到 rexptY r = exp Сеч ee, 
Y) EH. 特别 ,有 хехрух ЄН. Унт HM, AY yeH, Y, 


=Y, Eg Ei у=ехрУ+ехрї,,лул 1 一 (rexpYir !)--+(лехрУх +》 
EH, AE, H Æ М 的 不 变 子 群 . 


$11 Ж Ж ж 群 
м 是 道路 连通 空间 ,N 是 连通 而 且 是 局 部 道路 连通 空间 , P: M 
一 >N 是 连续 映射 . 如 果 V xE N, 存 在 N 内 道路 连通 的 开 邻 域 加 ,使 
得 对 P71(U) 的 每 个 道路 连通 分 支 V,Ply:V 一 ”7 是 间 耳 , 则 称 M 是 
N 的 覆盖 空间 ,PP 为 覆盖 射影 , N 为 底 空 间 ,U 为 NN 的 基本 领域 ,P 是 
一 个 开 映 射 ,N 具 商 拓扑 . 


如 果 M,N 本 身 是 两 连通 李 群 ,而 且 M 到 N 上 的 覆盖 射影 一 又 
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是 一 个 同 态 , 则 我 们 称 Р 为 覆盖 同 态 . Р eE M 内 离散 的 不 变 子 
群 , 称 为 覆盖 群 М 关于 М 的 Poincaré 群 ,Poincare 群 元 素 的 个 数 称 为 
KAHA. 覆盖 同 态 已 是 C 的 .由 于 М 局 部 微分 间 构 于 NN, 因此 ,MM， 
N 具有 同一 李 代 数 . 

N 是 一 个 连通 李 群 ,如 果 М 的 覆盖 群 M 是 一 个 单 连通 的 李 群 , 则 
称 M 是 的 万 有 栗 盖 群 或 通用 覆盖 群 ,这 里 , 单 连通 空间 是 具有 平 见 
的 基本 和 群 的 道路 连通 空间 . 

同 以 前 一 样 ,如 果 两 个 李 群 是 微分 同 构 的 , 则 认为 是 同一 个 李 群 . 

现在 我 们 来 证 明 万 有 覆盖 群 的 存在 定理 . 

定理 28 和 是 一 个 连通 李 群 ， 则 存在 唯一 一 个 单 连 通 李 群 М 是 
N 的 有 覆盖 群 . 

证 明 由 拓 扩 学 的 覆盖 空间 的 理论 知识 知道 ,N 作为 一 个 连通 流 
形 , 存 在 单 连通 流 形 М E N 的 覆盖 空间 ,了 :AM 一 ->N 是 覆盖 射影 . 

对 于 N 内 任 一 条 以 ex 为 起 点 的 道路 г. [0,1 ]_—= №, (0) =ек,г 
所 属 的 道路 类 fz] 作 为 M 内 的 一 点 ,而 且 覆 盖 射 影 P[x] 一 x(1). (8 
见 李 元 喜与 张 国 梁 编写 的 《拓扑 学 ?一 书 的 第 136 一 139 W. ) 

对 于 NN 内 两 条 以 ev 为 起 点 的 道路 rsy EX х:С0,11—+№,50) 
= r 0)y 0), E M 内 定义 点 的 乘法 [zj[y] 二 [x], 或 写成 [xz][y]= 
[zyj, 这 个 定义 是 有 确定 意义 的 ,因为 当 [x"j] 二 [x],[y']==[yj 时 ,有 
H, 是 道路 z 与 x "的 定 端 同 伦 , 只 : 是 道路 у 与 у" АЕНА. ЯН 
(5,2) = Н, (s) Hist), Н ОЁ zy 与 x'y' 的 定 端 同 伦 , 即 [xy]= 
Cry) [evjCN 内 常 值 道 路 ew WERK) = ем 是 М 内 的 单位 元 ,在 
М Ах] эс]: ЈОХ х) = (С). 在 定义 了 
上 述 乘 法 后 ,M 显然 是 一 个 群 .覆盖 射影 РО у= Plxy]=x(1)y 
(1)=Р[х]Р[у],Р 是 一 群 同 态 . 

由 于 М 内 存在 一 开 核 Y“* AREF N 内 一 开 核 PCV*), 所 以 ,可 以 
在 М 上 赋予 一 个 微分 结构 ,使 得 М 成 为 一 个 李 群 ,而 且 ,M ч N 是 局 
部 微分 同 构 的 ,ACM) 就 是 AN). 

下 面 证 明 唯 一 性 . 如 果 两 个 单 连通 李 群 M М, 是 同一 个 连通 李 群 
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М 的 覆盖 群 ,我 们 要 证 明 М, 微分 同 构 于 M. 

首先 М, 与 М, 是 局 部 微分 同 构 的 . 也 就 是 讲 , 存 在 М, 内 的 一 个 
FI U, Е, ТЬ U 到 М, 内 的 开 核 可 (UY 上 ,而 且 当 х, у, ху 
EU 时 ,有 F(xry)=F(r)F(y). 

ЖЮ U 是 一 个 连通 开 核 ,而 且 满 足 U=U7', 这 只 要 适当 缩小 U 

即 可 . 令 V 是 М 内 另 一 个 连通 开 核 ,满足 VY УСО. 

V zE Mi, 一 定 有 一 个 与 + 有 关 的 连通 开 被 W, 合 得 z-'W-!Wz 
CU, 所 有 Wz 之 并 覆盖 M. 对 于 连接 М, 的 单位 元 em 与 М, 内 任 一 点 


工 的 道路 a: [0,1 HM ,由 于 [0,1 是 丸 内 的 有 界 闭 集 , 则 一 定 存在 
Lebesgue 数 6>0, 即 当 [0,1] 分 割 为 盖 个 小 区 闻 [0:] 6, [#1,1] 
时 , 记 46 二 0,t, 王 1 内 要 每 个 小 区 间 工 二 [t,_1,tj 的 长 度 小 于 6, 就 有 a 
(1,) 落 在 某 个 War рч. 于 是 ,对 于 1, 内 的 任 两 点 $1 sr529 有 (ats1)) iatsz) 
Ea 1W-'WxCU. 这 样 一 个 分 割 称 为 道路 a 的 一 个 细致 的 分 钊 . 

对 于 一 个 固定 的 细致 的 分 割 , 令 а = altr) Ia 人 定义 F(a) 
=F; la) Е, (о). 我 们 要 证 明 下 (4) 不 依赖 于 了 的 分 割 ,而 只 依赖 于 道 
路 a 的 道路 类 . к 

нх Ж Н јо Q@, 就 得 到 一 个 新 的 分 割 , 称 这 个 新 的 
分 割 为 一 个 加 细 的 细致 分 割 . 考虑 区 间 [t-1,&j] 由 区 间 [#-1;Qj 和 [QQ， 
ПАРКЕР, Ф а = (a Ctr DEQ) ,ар = (а(Ө?) або), Аа а 

-a АЖ о, 0, ‚ау ЖЕО Н, Ё, A Т] ЖЕЛ ау, Е, (а) = Е, 
Са, ЭЕ Са, ). 因此 ,利用 这 个 加 细 的 细致 分 割 可 见 ,F(a) 的 定义 的 右 端 
并 未 因 添 加 一 点 О 而 改变 . 那么 对 于 一 个 固定 的 细致 的 分 割 , 任 意 添 
加 有 限 个 点 组 成 的 加 细 的 细致 分 割 ,F(a) 的 定义 右 端 并 未 改变 . 

贸 为 任何 两 个 细致 的 分 割 有 一 个 共同 的 加 细 的 细致 分 割 , 所 以 ,下 
《中 ) 的 定义 不 依赖 于 [0,1] 的 分 割 . 

接着 我 们 来 证 明 F(a) 只 依赖 于 道路 类 [a] 

ШЖ М, 内 的 道路 Sg 都 在 Fecj] 里 ,因此 ,有 定 端 伦 移 H:[0,1]x 


[(0,1]——=М,.,Н (а .О)=/ ЧО ,Н @,1)=д@). НХ sE [0,1], 0=2, 
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LALL =l 是 对 于 道路 如 (iso 的 一 个 细致 的 分 割 . 由 五 的 连续 
性 ,能 够 选择 充分 接近 于 零 的 固定 正 数 8, 当 sE[x 一 8, 十 们 时 ,上 述 
{зз т АЛЕМ РЭВ 五 (s) 的 一 个 细致 的 分 割 ,那么 Ha тт 
Hass) EU. 另外 可 缩小 上 述 8, 满足 ; 
H (tiis) H s) EU, 
На, H tess) EU, 
H @ 2,53 HeD EU Kk), (11.1) 
由 于 U=U, M НӘТ Hi, ЄЙ. 
下 面 用 归纳 法 和 证明: 对 于 ISS A 
FUH toss) H Gss D |] ЕН 1980) АНС 80) | 
= FILH losso) H liss) e а 199) H (te D FELH +. 
ў) НЧ ,55)]. (11.2) 
当 上 一 1 时 ,利用 Ы ВЕНА, H Gos) = НС), ЯА, 
FELH osso) H Uisso) ] 
=F LH sD H is) H @а,,Ә H Giso) ] 
=F LH Css) Hs) ЈЕ СНС ,SH ,50)]. 
设 当 [0,1] 被 分割 成 此 E<S 一 1) 个 小 区 间 时 ,有 (11. 20,2688 #+1 
个 小 区 闻 的 情况 ,利用 
Е.Н (treso) 1H (igi +5) ] 
= FULH rss) H Gs) FILH GS) H Griss JE (H nis 
S) H (001550)]. 
把 七 式 两 端 腾 到 (11. 2) 的 两 端 ,可 知 对 于 十 1 的 情况 ,(11. 2) 仍 
然 成 立 . 于 是 , 令 
а, OSH sso) а, 0) = Н Qs), 
F Fla ) 二 (a,), 因 而 容易 看 到 РО) = Ё(д). 


由 此 定义 映射 下 :Mi —M ,这 里 先 只 要 求 М, 是 一 个 连通 李 群 ， 
F(xr)= F(a) ;这 里 a ж М, 内 连接 单位 元 ем, 与 T 的 任 一 条 道路 . 

Y XEV ,在 V 内 取 一 条 道路 a 连接 М, 内 单位 元 与 x, 令 0 一 bc 
三 1 是 [0,1j 的 一 个 细致 的 分 割 ,和 | 
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Flr) =E la) =F Lal а) |=F(r), 
那么 Filv=F, | 
下 面 证 明 К» 是 一 个 同 态 . 
Y х,уЄ AM, 对 于 连接 ew 到 点 > 的 道路 8 和 连接 em 到 点 工 的 道 
路 a,z8 是 连接 点 工 到 点 лу 的 一 条 道路 . 乘积 道路 wx* (zB) 是 连接 em 
到 ху 的 一 条 道路 . 因为 
F:(zy) =F (a x (rH)) 
=F, (Calta) eF CCa) an) 
v FLR D BDF rp e) 7) 
* (тхй(„))) 
=ЕСе)Е‹8) 
= Е,(х)Е,(у). 
(这 里 {to ,st,} 是 a 和 8 的 细致 分 割 . ) 所 以 ,是 一 个 群 同 态 . Е, 
是 单 连通 李 群 М, 到 连通 李 群 М, 的 一 个 С“ |н] Ж. УХ. Р, 是 开 映 射 , 由 
于 М, 连通 , 则 Р, 是 到 上 的 .VY иЄ Ma 容易 证 明 FV u= F, OV u 是 
A u 的 基本 领域 ,所 以 Е, 是 覆盖 同 态 . 
现在 ,MM; 也 是 单 连通 李 群 . 同样 ,存在 М, 到 М, 的 覆盖 间 态 F, 
ERRE V EFF 是 恒 等 映射 ,所 以 由 材 盖 映射 的 唯一 性 定理 ,可 
以 得 到 FF: Æ M, 上 是 便 等 映射 . А, Р.Е, 是 М, 上 的 一 个 人 恒 等 映 
射 , 因 而 F,= Fz',M, 与 М, 微分 同 构 ， 
从 定理 28, 立 刻 可 以 得 到 下 述 推论 . 
推论 ”两 个 单 连通 李 群 如 果 具 有 同一 李 代 数 , 则 必 微 分 辐 构 . 
所 以 单 连 通 李 群 可 以 由 李 代 数 来 分 类 . 
从 定理 28 的 证 明 可 以 看 出 : 要 寻找 连通 李 群 前 万 有 履 盖 群 , 只 须 
找 一 个 具有 同样 李 代 数 的 单 连通 李 群 就 可 以 了 . 
下 面 我 们 举 些 例子 . 
жа 51 的 例 3 中 ,我 们 知道 $: 是 一 个 3 维 的 单 连 通 李 群 . 我 
们 先 求 其 李 代 数 ， | 
3 维 李 群 5° 的 单位 元 e 在 R 内 的 坐标 是 (1,0,0,0) ,北极 р = (0, 
0,0,1), [А] 5—9 51 0р2 一 样 , 令 ОС) 5° — (р), (Ср), Ф) 
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е 的 一 个 坐标 图 ,这 里 是 北极 p 到 平面 zx 一 0 的 球 极 投影 . 于 是 


с š - | Tı +» *3 
ATi Ts Xa Tt) ) = (Сү 2; 93 у= Бауи 


1—=, Т, А 1— =, 
Ф(е) = (1,0,0), 


›, 


У Yz Və ›, 
1 一 3 1 一 y 1 一 入 
ФСС 9472 + 23 эх.) Су , Уз, Узэ Уа) ) 一 (iir sy” Jy Ø lr” у" 》 ,Zs 
(xz ,у“)). 
由 本 章 $1 例 3 中 Si 的 乘法 可 知 : 
@ (xr” J= Li Yi ЖУУ; L3 Y3 Tay 
‚У 1— Су Hry уз 23У) 


3 3 
LEDI DU+ 


A Cyr уз Уз, y) ) = Суг „Уу? Уз )=( 


3 3 
— 2r (Dy D-2 oz iyi 
— gri уз H4ri уз ] !{Ахү yt 


3 3 
уга а-су, 


Gz yy") = E EIERN Y 
: 4 1 一 Cr 十 zy 十 zzys 一 工 ?yz)》 


з з 
=га+ 2 а+ 20у 
3 3 
一 2zf (Q= D a; yi 
—4х; yi +425 уг {4zi уз 


3 3 
Fari pan (yD pr Dy ) 


@,(х' "у= T13ya 十 了 yi 十 了 4ya 一 工 :4 
> 1 一 (ziy 十 Tay Уз 73У) 


3 3 
=[а+2дг®а+2уг® 


3 3 
— 2z; (yr D= yi 


111° 


— 4х7 у; Ах у Viri ys 


i i 
Hiri yi +20001810007 —2‹ Dy Dad}. 

РУ, БЕН} ЛЕ R ЖК 

сатаа а е1), 

plr )=— r] — ri tis 

plr )=— r; Hz’ zr?» 

gilr =r a tri s. 

f R RI 

#И(х'Э=-у(1+®;#—т[5—а{*), 

pilr*)=— r; Hr Ti,» 

ple =E taa’), 

yilr =r Hri ri. 
于 是 ,S? 的 李 代数 的 基 是 

д 


X, = анаа 


ж + + д + + + д 
十 (Cr zi T Ээ К © T3 — T; ri 


X: = (т; 二 zi х2; ?了 "十 (zi А 2% ) 


9 
ea i E 
3 


~ РУ > 9 
X; = (ri i `T т 
++ atea бег Багар), 
2 2 1 3 дя; lL $ 3 az? 5 


因而 ,由 直接 计算 可 得 
[X ‚Х,]=2Х,,[Х,.Х,]=2Х,, 
LX; ‚Ху]=2Х,. 


1 з 
令 Yi =A У. ХҮ X ЕЕ Ү, 了: ‚У, 下 ;有 


"1l2° 


[Ү,,Ү,1=Ү,,[У,,Ү,Ј=Ү,,[Ү,.Ү1=У,. 
从 本 章 $2 的 和 例 5 和 38 可 以 着 出 ,A(S”) 同 构 于 AOG, RD. 
现在 我 们 开始 讨论 酉 群 U tn). 从 第 二 章 革 1 知道 U (л) = (АЄ 
GL(n,C)|14A7A==7,), 同 实 和 矩阵 情况 一 样 ,Ux) 内 的 单 参数 子 群 仍 有 形 
же, AP AEAU (л)) {ШЦ 5 Є К, # ТЖ А = 
ху іу ы Ein Fiyin : 
ы 等 同 于 К?" (узо Уз 
Tn 二 lyn Lm Lyn 
азун Лы, Yamn) ШР ET Т, ее, С, 5 A +o 


DUHA +o) =n AA sATA =, FE A+ A+ Lo 
(s?) 一 0, 这 里 lim 106) 一 0. 所 以 ,A7 十 4 二 0. 反之 ,容易 证 明 : 对 于 


任 一 满足 A HASO 的 复 >Xa 和 矩阵 4,e“ 是 过 Ca) 内 的 一 个 单 参数 子 
群 ,因此 ,7(z) 的 李 代 数 是 4(77(a)) 一 {4EB(eC)147 十 4 一 0) ,这 里 
9 (п, СУ СІ. (п,СУВ 0. U (п) 8 п? 维 李 群 . 
SU (n) 是 UCn) 内 所 有 行列 式 为 1 НЕВЕ АН АВЕ, SU 
Cn) 是 一 个 民 一 1 维 李 群 . 特别 地 ,我 们 来 考虑 3 维 李 群 SU (2). 
我 们 知道 ,3 RER S 上 的 点 可 看 作 模 长 为 1 的 四 元 数 . 定义 5° 
ЮЕ 
EE 88 ШЕ ОИ" 
=T; izn, ж tir, 
W х= х Баз) t ak, AI H x 十 x2 十 x 十 Xx? 二 1, 可 知 detF(z) 二 1， 
сенн 1 0 
和 Ft PC) =| i 
yk R 
F (ху) = F (xiy, 52У: — Lays — Zaya) + (луу, F £y 十 并 yy 一 
ayd i+ Crys + Tayy F Ty: — Ty) ] F (туу H zy 十 | 
т›Уз—— Жуз )К) | 
z эй ліх, | 


| ? 因而 ,F(z) ESU(2), 令 y= у + yi F yj + 


Yi—iy уз iy 
=y iye Jı 41у; 


— Tix zi Hir, 


6113; 


一 下 Cz) 严 (y). 
容易 知道 下 是 1 一 1 的 , 且 是 连续 的 . 对 于 SU (2) 内 任 一 矩阵 В = 
кз! 


Ў | ,利用 detB=1 和 B"B=J,, 可 得 到 B= 一 7,6=a. 记 a 二 Xz 一 


irs p= xr ir HA r= r Бох аз) tark, Ш FEC) = | r | = 
B А ,FF 是 到 上 的 ,是 S 到 SU(2) 上 的 哲 扑 同 构 映射 ,因而 5° 和 
SU(2) 是 微分 同 构 的 . 所 以 ,SU (2) 单 连通 ,以 及 ACSU(2)) 同 构 于 AO 
(3,R)). 

R SOn, RE Otn,R) 内 行列 式 为 1 的 闭 子 群 . 我们 有 定理 29. 

定理 29 (D) SU(2) 是 SOC3,R) 的 万 有 和 窗 盖 群 . 

(2) SU(2) X SU (2) Æ SOU RKN AM a. 

首先 我 们 给 出 三 个 引 理 . 

引 理 1 G 是 一 个 拓扑 群 , 妃 是 G 的 连通 子 群 ,如 果 右 旁 集 空间 
G/H 是 连通 的 , 则 С 一 定 是 连通 的 ， 

证 明 用 反 证 法 . 若 С 不 连通 , 则 存在 G 内 两 个 非 空 开 集 U,V,G 
=UV UV, ,UNV = 0, л.с 一 >G/H ЖНЖ, хн VE G/H 
РУЗЕ .С/Н =r(U)UrtV). hF G/H 8, т) Пл 
MZD, Ч. A uCU wEV AREH, EG а= Ао, А Hv 门 U 关 
Ø, Ноу 27. 显然 ,Bo= СН ПО Ш Но ПУ), Но 分 解 为 两 个 互 
不 相交 的 非 空 开 集 之 并 ,而 Hv AET Ы, Но 连通 ,这 是 不 可 能 的 ,所 
L G 连通 . 

引 理 2 SOtn,R)/SO(n 一 1,R) 同 胚 于 一 1 维 单位 球面 S.. 

证 明 ЕК TSX SOn, RIST, T(x, A) =A, jX 


里 z= rer st) Zit =1,A 是 行列 式 为 1 的 пХп H X E ЖЕ 
我 们 称 G 5 SO, REA Р 的 迷 向 群 ,GC(p) 是 SO(n,R) 内 的 闭 子 


: В 0 
群 .显然 ,4E G(P) 当 且 仅 当 4 一 | 。 | ,这 里 BESOGn 一 1,R).G 
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《 妨 ) 微 分 同 构 于 SO 一 1,R)( 拓 扑 同 构 是 极 容易 证 明 的 ), 所 以 ,微分 
流 形 5О(п, R)/G УЕ SOl, Р) /SOa— 1, R) 将 映射 荆 限 


制 在 {p} XSOG,R) 上 ,和 完 令 映射 zx: (р) х 500и, RSO, К/С 


(p),xz(p，4A) 一 [A](A4 的 右 旁 集 类 ) ,再 定义 F:SO(n,R)/G(p) 一 
S! ,FF[A4]=T(p,4) 一 pA,SOln,R) 是 R" 内 一 有 界 闭 集 ,SO(n,R) 
是 紧 致 的 . 容易 看 到 下 是 一 个 同 胚 . 

引 理 3 SOn, R) EMA. 

证 明 ”对 用 数学 归纳 法 , 4 п= 1,5001, К) ={1}, SOAR) 
仅 有 一个 元 素 , 显然 是 连通 的 . 假设 SO(z 一 1,R) 连 通 , 由 引 理 2,SO 
(n R)/SOG— 1. R AREF S 一: ,当然 也 是 连通 的 . 再 利用 引 理 1, 可 以 
知道 50 (п.к) НЕЮ HS. 

我 们 来 证 明定 理 29, 

证 明 (1) 由 引 理 3 知道 李 群 SO(3,R) 是 连通 的 ,而 SUDER 
连通 的 3 维 李 群 , ACSU (2)) 同 构 于 A(O(C3,R)),A(SO(3,R))=A(O 
(3,R)) ,那么 SUME SOG OHNA RR. 

(2) SU (2) XSU(2) 是 单 连通 的 6 维 李 群 ,要 证 明 SU(C2)XSU(2) 
是 SO OHNA AAR KERE AOR = gJ RE g. 
gz 都 同 构 于 AOG, R)). 

AOU, RÆ h 4X4 НАЕ НИН А ВО QC(4,R) 的 子 代 
数 . 令 EER 17.65 1, Кало АХА ВЕ. 
记 

Х.=Е,-Е.,Х,=Е Ез. Х,= Е En. 


Х.=Е,, — Еу, ‚Хұ= Е, — Е. Хе Е. ЕЁ. (11. 3) 
X, ‚.Х,,Х,,Х, Ne 和 Хх, 组 成 ACOURDA — AÈ. 
4 
а ОКЕ: OS: 
Y= K Xe) = (XTX: Y= 5 AKA), 
д Хо 0,0) Z= XD (11.4) 


Ү,.Ү,,.Ү. ‚21,2, ‚7; 也 组 成 ALOCA RDK —H Ж. 由 直接 计算 可 以 得 
› 115 • 


到 

ГҮ,,Ү,]=У, ‚ГУ; ‚Ү.1=Ү,,[,,Ү]=Ү,, 

[2,,2,]=7,,[7,,2.1—7,,[2,,2,]=2,, (11.5) 
Ж ГҮ,.2,]=0(1<2,3<3). Ү,,ҮУ,.Ү, 和 2,Z,,Z。 分 别 张 成 A(O(4， 
RR)) 内 两 个 理想 子 代数 gog WHA A(O(4,R)) =09.09., 5 2 $2 
例 5 和 $8 告诉 我 们 ,g,9: 都 辣 构 于 OC3,R) 的 李 代 数 . 

SU (D X SU (DHERA ITF AOG, RYDDA, Кә), Вр 
同 梅 于 9 由 9g: .所 以 单 连通 李 群 SU(2)XSU(2) 是 连通 李 群 8О‹(4.,Ю) 
的 万 有 覆盖 群 . 

顺便 说 一 下 ,由 引 理 3， SO(n,R) 是 连通 的 ， O(n,R) 是 由 行列 式 为 
1 和 一 1 的 两 部 分 正 交 矩阵 组 成 ,因此 李 群 O(n,R) 恰 有 两 个 连通 分 
支 , 一 个 是 包含 单位 托 阵 的 连通 分 支 SOCn;R), 田 一 个 是 行列 式 为 一 1 
的 正 交 和 矩阵 组 成 的 连通 分 支 . 


$12 ZS 流 形 
设 M 是 一 个 m 维 的 微分 流 形 ,Y PEMER p 的 可 容许 坐标 图 
(U ,9), 记 其 局 部 坐标 为 (x ，… әхы). -a 正定 和 双 线 性 瑞 
#{ gT AND XT M) —R, iE 9,09 AO аср) = дур р)) <, 
ун), Вр EAPN =g (gp)), e йс: 称 gp 
为 切 空间 TT, (CM) 上 的 内 积 . 如 果 m 个 函数 gE (7) БА С 
а=4#= 24, (адз, | 12.1) 
н С 记 其 局 部 举 标 为 Cy，… ,yw) ,并 记 
ф(р)=у. № g (у) =9 TÈ T), 由 于 


9; Са) = „5 ЯЕ а Ср), > |=-к»з,, СЭ 
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д 
РЭ T Bi нн кові СУ). (12. 2) 


利用 (12. 2) ,可 以 看 到 


Ды дзес, 


-2o бэлу (12. 3) 

因而 ds? 的 定义 与 坐标 图 的 选择 无 关 d? 称 为 UV 内 第 一 基本 形式 或 
Riemann 度量 . 如 果 微 分 流 形 М 在 任 一 个 坐标 领域 U 内 部 有 一 个 
Riemann 度量 ds, 那么 称 М 为 一 个 Riemann 流 形 ,有 于 记 作 Riemann 
流 形 (M,g). 如 果 M 又 是 一 个 李 群 ,Y xz,y€ М,У X,,Y,EY,(M) 和 
YXX,, 了 ,ET,(M) ,如 果 Riemann 度量 9 满足 : 

9.,(41.0Х,),а1.,С(Ү,)) =9,0Х,.Ү,)0., 是 左 移动 )， 

9.,(а&,(Х,),ак,(У,)) =9.(Х,.Ү.)(К, 是 右 移动 》， (12.4) 
则 称 g 为 李 群 M 上 的 双 不 变 Riemann 上 度量， 

我 们 举 两 个 简单 的 Riemann 流 形 的 例子 . 

И, Н = { (х,у) Є К? | у2>0} ,我 们 等 同 Ten S К°, 即 像 第 


一 章 $ 2 例子 一 样 , 将 二 Cz,y) 与 а= (1,0), (с, у3 8 е, = (0,1) & 


Ф.М X XET an H) (Х.Х) = pex ,多 ,这 ,这 里 “之 ， 
>”Ë К? 内 两 向 量 的 内 积 . | Yir, nC 二 zyy) ,二 三 (Cry 一 太一 = goe,» 


Zams Cy) ,和 аш» Су) E ayd =. E й, Riemann 
| g 一 49 一 六 (dz 十 dy 


Н 的 Gauss ЩЖ X K=-y + уш y=—LH 称 为 Poincaré 


上 半 平 面 ,具有 负 常 Gauss ШЖ. 
XW SOR +E n 维 球面 ,5” 是 有 内 一 а Y 25 
5". "р р 的 一 个 坐标 图 ( 口 ,9) ,在 U 内 ,下 (р), 


FI 
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OET REO RAE АЗЕ UNS 内 ,区 р) ‚СОЕ 


TS). ан "Ч Riemann 度量 ,定义 gps TS") XT,S")—> 
R GEOD =E DALK jn) RII S R 
有 R"+'! 的 诱导 (Riemann) 度 量 ( 这 里 g, WA R PHAR). 

BRN, 9 是 一 个 于 维 Riemann 流 形 ,M Æ N @ —1 m Ж Ол<л) 
司 入 子 流 形 , 因 为 了 ,(M) 是 TT,(N) 的 线性 子 空间 ,因而 ,N Æ Riemann 
度量 在 M 上 的 限制 给 出 了 M 的 Rieman 度量 , 仍 用 间 一 个 а 表示 , 称 
MDAC ,9) 的 Riemann ЖА Г. 

由 于 NN 是 任意 一 个 nn 维 Riemann ЖЖ. ШУ РЄ М, ТЕА наи 
图 (如 ,9); 记 其 局 部 坐标 为 Cr,…,z) 和 g: PD = 9, ar AOE 
(p)D)CL<s7JSz)， 采 用 线性 代数 方法 ,可 得 标准 正 交 基 асо 


(OET, СМ). ВИЖ 9, (ер) ,eCp)) = 6,8 (р) = Быз 
Ср), ME аа СрО СВ СІ ,1<и). 

关于 上 述 事 实 ,我 们 经 常 讲 成 在 U WA CEZP RH eteren 
或 者 讲 Riemann 流 形 N 有 (CC”) 局 部 正 交 标 架 场 el，…，e。 

现在 我 们 来 讨论 李 群 . 

设 MM 是 一 个 m 维 连 通 李 群 ,w,*… ,ws 是 M 的 Maurer-Cartan Ж 
НЧЕ, BRE МАЈЕ х А, 

C До, 720. (12.5) 

显然 ,Y rE M, Li Со А Лон) о, А Ао, ЗВ, а А Ао, Җ 
李 群 M 上 的 左 不 变 体积 元 素 . 对 于 任意 右 移动 R., 如 果 左 不 变 体积 元 
Ж о А Аш ШОК? (о. Ле До) = а, Л --- Ае, s ШК о, Л Ло, ХУ 
不 变 体积 元 素 . 

定理 30 ”一 个 紧 致 连通 李 群 有 一 个 双 不 变 体 积 元 素 . 

证 明 我 们 知道 由 x 维 李 群 M 的 MC 形式 的 基 w» Та. ERK 
上 Ap…Aa 是 左 不 变 体 积 元素 . 要 证 明 mA…Aw. 是 双 不 变 体 积 元 素 E 
际 上 只 要 证 明 Y тЄ М.А: (о, А Авы) = LE Се А До, И] РА 
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Т. 
对 于 4CM) 内 的 一 组 基 XX1,…,X,, 这 里 wj(X;) =s; 
Lè Ri Го, Awne ДОХ s X me) 
=w A Ао, (а1.4РВ.-10Х у)" д АЁ„-1(х„,)) 
= о Л: Ло, dF CrIK) аЕ Са) Em) 
2 8, (х) (у) = хул !' 是 由 x 确定 的 内 自 同 构 映 射 . 
我 们 知道 dF C(x) 二 Ad(z), 设 


dF OD (X= даза), ajs), | (12. 6) 
那么 o | | 


Жерен ө А--- Ао СХ.) деса ба|. (12.7) 
利用 Adley) =Ad (Ad Cy) ,可 以 知道 | 


ув Yasal). (12. 8) 


定义 了 :AM ——R— {0}, flr) =ае |a; Са) | f 显然 连续 ,利用 (12.8) 可 . 
以 知道, (ту) = /(х)/ Су). Е К {0)Ж ТЕЗЕ Ж ЖЖ РЕВЕ, П / 
СМУ R— (ОА ЕН ВЕ, Д АГ ВЕЕ ОМ) = 1, [ЖП (12. 7) 
”的 右 端 是 1, 以 及 | 

Li R [oA Аа ]= о, Ао. . (17.9) 
那么 ,woA…Aw 是 双 不 变 体 积 元 素 . 

从 定理 30 的 证 明 过 程 可 以 得 到 下 述 推论 . 

推论 ” 紧 致 连通 李 群 的 伴随 表示 是 单 模 的 , 即 对 应 秘 阵 的 行列 式 
全 是 1. 

为 了 建立 紧 致 连通 六 维 李 群 М 上 的 积分 ,我 们 先 建立 下 述 引 理 . 

引 理 ”对 于 紧 致 连通 т 维 微 分 流 形 ,存在 М 上 有 限 个 C “函数 
FOAKI) Ж M EE—E хт, 2)/\(а)= 1, Озирр/,=МуХ 
里 зарр/;=/;'(Е— (0). 

证 明 УхЄМ,М 内 有 含 z 的 坐标 图 (C0,g) КЮ ф(х) К" 
内 的 原点 ,用 BORT А" 内 以 原点 为 中 心 , 以 r 为 半径 的 开 球 ,显然 
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存在 常数 т 227,220 EE л ө B (00) Ся В, (0)) С. 5 В" 内 
的 函数 
раз IZI т вї, 
0 4 |2 | ег, 时 . 
这 里 上 z+ 是 点 x 与 К" 的 原点 的 距离 .F 是 К" 内 非 负 的 CRH. 
ЖИМ Б 
| ЕСф.(у)),24 yE B, OV, 
ii -1 当 yE М— В, (0)) 时 . 
9. 是 M 上 的 C* 非 负 函 数 .显然 ,gy'(B,,(0))Csuppg:, 由 于 MM ЖЖ, 
有 有 限 个 形状 为 gr'(8,,(0)) 的 开 集 ,其 并 集 履 盖 M, 这 有 限 个 开 集 的 
每 一 个 都 相应 地 有 - -个 M 上 的 СЕ Ж о. 与 之 对 应 ,YY yeg! 
(B, OD ,对 于 同一 个 z 而 言 ,9:Cy) 之 0, 把 这 有 限 个 ө. 函数 分 别 记 为 


由 WJ Usuppg =M. y yEM, 令 


(12. 10) 


(12. 11) 


poea (1<ғ<а), (12. 12) 


п 个 函数 7...7, 即 为 所 求 . 

上 述 引 理 称 为 单位 分 割 定理 . 

H М ё т танканы 对 于 M ЕЕЕ Ў зра 
ЖЕ, Х. 


ЕЕЕ ENA (12. 13) 
АШ. ‚в, А, Аке М 于 的 双 不 变 体 积 元 素 . Aion, E ERAMA E] 


定理 内 的 M 上 的 СЗ И.У xzE M, 令 / 广 (z) 一 1,(Uig) 是 坐标 
El supl CU. 在 每 个 坐标 图 (Ui,g) 内 ,我 们 将 U; еә), 
这 К" 内 某 开 集 上 的 积分 是 可 以 计算 的 . 
现在 我 们 来 说 明 (12. 13) 的 右 端 与 单位 分 割肉 函数 的 选择 无 关 . 如 
ТЕЕ CV; (Vp) FERIE R 
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гохо Ф 


图 . Y zE M， асды, Seront- Aw, = улу е 


i= VAV, 
=з] Еду А Ао. 
ј=1 У; 


ВЕТЕРИНАР ОЖ. 

对 于 紧 致 连通 的 m 维 李 群 М.а, y n E M 上 的 MC 形式 的 一 
个 基 , 则 mA…Awm 是 M EW mm 次 微分 形式 的 一 个 枯 ,wA…Aw 是 双 
不 变 体积 元 素 , 如 果 M 上 有 一 个 闫 次 非 零 的 微分 形式 只 , 且 如 果 它 也 
是 双 不 变 的 , 即 Y x€ M, 满 足 Li SRR? (0,) 二 和 有, 我 们 要 证 明 
WA AER- (0), EE 2 = ло, А: Ло, , НҒ RS gaar A AOA 
用 Li (nn;)= 二 人 2.;, 则 对 于 固定 的 r Q= Lr оС) А Ло, |90), 
Аз Ло, ТД 9(Xx) 二 gle) 是 常数 ,和 О = Ао Ar До, AER (01. 1 
E, ER ОЛТИН т. 在 上 述 证 明 中 ,只 用 到 左 不 变 这 一 性 
质 ,这 个 结果 下 面 要 用 到 . 

为 了 保证 计算 结果 的 唯一 性 ,我 们 规定 选择 这 样 的 双 不 变 体积 元 


Ж 只 一 hotA…Ad ,使 得 M 的 体积 Vol 一 а р 下 面谈 到 
的 紧 致 连 还 李 群 的 双 不 变 体 积 元 素 就 是 指 这 一 个 如 ,这 个 吕 又 被 称 为 
李 群 М 的 Haar 测度 . 
ЖЕЗ 在 一 个 紧 致 连通 т 维 李 群 M 上 可 定义 一 个 双 不 变 Rie- 
man 度量 ,和 MY 的 伴随 表示 像 Ad(M) 是 实 正 交 群 OCm,R) 的 子 群 . 
证 明 Fg 是 7T,(M) 上 的 一 个 内 积 , 对 于 T.(M) 内 任意 两 个 固定 
的 XoY ЕХ MM 上 的 一 个 函数 SY xEM,f(z)=g(Ad(z)X,,Ad 


CDY) S ЖМ ЕНСЕ. Ф@,(Х..үє,) -favo am о Ж 
М 上 的 一 全 Haar 测度 .VY rEM,Y Xa Y ETAM), ж Ў ØX Y.) 
=Ø. CdL: 1(X-) dLa (Y), КШ ИЕ M 上 的 一 个 双 不 变 的 
Riemann 度量 . HA., 的 对 称 、. 正 定 和 双 线 性 性 质 可 知 , 作 .是 了 (对 ) 
上 的 一 个 内 积 , 字 的 可 微 性 从 工 …: 是 微分 同 是 可 以 知道 .要 证 明 关于 人 
的 类 似 (12. 4)? 的 两 个 等 式 , 只 须 对 相应 的 切 空 间 的 基 证 了 明 就 可 以 了 . 设 
AMHRA Xi, XY ryEM, 有 
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D oy ALe (Xy) dL X aD 5 Cy Ky, Ху) 
= Ø баг (Xie) Фу X jy) | 
= A Xes XO =B XK yX). 
DØ AAR, Xi) dR KE)) 
= B, dL- dR, Xi) а.а, (Х,.)) 
= 23 (dL r idl dR, (Xa) dL, 14. лав, (X )), 
= (АаСут)Х,,.А4бу)Х,)) 


=} ‹А4 Ad ох, AdO Ad 
= абу 1)Х,,Аа (ху DX DA 


-jsacoxesadcoxoa 
= D Xes K jd = Ø Ki ‚Хх z). 
这 里 ,我 们 已 经 利用 了 对 于 男 定 的 yO = 07-11-83, S 05 = 
QZ- Li ) ,一 和 ,02' 是 左 不 变 体 积 元 素 , 所 以 , 必 有 非 零 实 常 数 А. 
使 得 0; 一 ip: aF a; [оаа А=1. 
AAE ACM) 上 的 一 个 Euclid В. Y Х,ҮЄМ, = 
хоу |g ad A 0 《12. 14) 
容易 证 明志 ,> 是 ACM) 上 的 一 个 Euclid 内 积 ( 具 有 对 称 、 正 定 和 双 线 
TEHET). Y yGa7, 成 立 


<Аа(у)Х,Аасу)У):> -fø Аа(=х)®Аа(у®Х,А4(х) А4а(у)У) 0, 
- | селах ласа, 


- | осласох,Авс0, 
=<X,Y>. 
则 AdO) ЄО(т, R). 这 里 ,我 们 又 一 次 应 用 了 L= 2 ARA, HHE 
注意 到 过 ,> 可 等 同和 于 К” 的 内 积 ， 
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习 Ж 


1. Æ В? РЧ E РЯ А К Cze ЖП Су, 3) 的 乘法 * 由 下 式 定 义 :; (2.22) ж 
(ууну = (аз узо +e уг). 

(1) 求证 : 在 这 乘法 下 ,可 确定 RR 为 -个 二 维 李 群 . 

(2) 求 这 李 群 的 所 有 单 参数 子 群 . 

2. ПЯ М={(х,у)Є А, 2220).М 内 两 点 (ziyzz) 和 (yyaz) 的 蒋 法 * 由 下 式 
EX: 

(21,22) * (yis y) = Ty TaN 二 Y2). 
(1) 求证 ; 在 这 乘法 下 ,M A ATEEN- 
《2) ЖИЕ. 任 一 - 非 交 换 的 二 维 李 群 必 局 部 微分 同 构 于 上 述 李 群 M. 


1 ж у 
0 1 z 


© 0 1 
坐标 图 内 , 写 出 这 个 李 群 的 Maurer-Cartan 关系 式 . 
sinf cos? у 


cos —sinf z 
sT OE 中 
0 0 1 


D 求证: ЕЕЕ Рев M 为 一 个 三 维 李 群 ， 

《2) 在 会 单位 元 的 某 个 坐标 图 内 , 求 这 个 李 群 的 恋 换 函数 、 李 代数 的 基 及 结构 
常数 . 

(3) 求 这 个 李 群 的 所 有 单 参数 子 群 . 


cos sinf 0 а 


3. 求证 : ВТВ ЭЖЕЕ IRER -个 三 维 李 群 . 在 某 个 含 单位 元 的 


#. 集合 “= 


—sing cos8 0 Ё 
5. 集合 G= ab, PER >. 
0 0 1 2 
0 0 0 1 
(1) Фе ЖЕ FORE: 可 确定 G 为 个 三 维 李 群 
(2) 在 含 单位 元 的 某 个 坐标 图 内 . 写 出 这 李 群 的 变换 盟 数 . 李 代数 的 基 和 结构 
常数 . 
(3) 求 这 个 李 群 的 所 有 单 参数 子 群 . 
6. 在 CXR 上 定义 乘法 *: 
(2,1) ж (1.4) = (ziti + 21га (zz Y). 
这 里 C 是 复数 全 体 ,R ЕУ Imz Я сс 的 虚 部 . 
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D RKE: Ж ЕЖЕ к 定义 下 ,CXR 为 一 个 三 维 李 群 . 

《2) 求 这 个 李 群 的 所 有 单 参数 子 群 - 

7. CAF Ж т! М 到 维 李 群 N 内 的 连续 同 态 , 玉 在 包含 М 的 单位 
Жем 的 一 个 开 核 0 上 是 С, ЖЕ: Ж МЕ] М 内 的 一 个 CC 映射 . 

8- 已 知 下 是 … 个 李 群 到 另 一 个 李 群 的 1 一 1 的 连续 同 态 ,求证 :~- 定 是 -个 
ВА. 

9. 已 知 g(0)(i=1,2) 是 李 群 M 内 由 Х.Є ACM) 所 确定 的 单 参数 子 群 , 令 下 
(一 (gs( 一 和 (ER), 求 出 PCR) 是 MM 内 单 参数 子 群 的 充 要 条 件 . 

10. M 是 一 个 连 道 李 群 ,已 知 M 的 李 代 数 的 结构 常数 全 为 零 ,求证 :M 是 一 个 
Abel 李 群 ， 

11. ЖЕ М ГЕН ЖМ 的 一 个 拓扑 李子 群 ,求证 : 妃 是 M 的 闭 子 群 . 

12. RE: 任意 一 个 李 群 必 有 一 个 开 核 如 ,在 内 无 非 平 凡 的 代数 子 群 ， 

13. 已 知 一 个 拓扑 群 的 单位 元 连通 分 支 是 一 个 т 维 李 群 , 求 证 : 这 个 拓扑 群 
也 是 一 个 m 维 李 群 . | 

MÆ {зз ФЕВ. NEI л ЕШ. ЖЕ мх № KHERA E AMD 
АМ). 


15. ЕМВ Р.А —- ХТ ОХ Я p,q 都 是 自然 数 ,T" 是 gy ЕО. ЕС) 
= (аці, варі еец, + ‚еб, у, Н а, узар бз, 是 不 全 为 零 的 常数 .求证 ， 

(1) FERE RXT 内 的 一 个 单 参数 子 群 . 

(2) RXT 内 任 一 单 参数 子 群 都 可 表示 成 上 述 F(R) 的 形状 . 

16. 求 连通 李 群 М Н K= (Є М(лху=ух,Ү yE М) |8. 

17. М 是 一 个 连通 李 群 ,求证 :M ВУЗЕ РРО M 的 中 心 . 

18. F EEE MIER N 内 的 一 个 连续 同 态 ， 

D 如果 忆 是 1 一 1 的 ,求证 :4 是 ACM) 到 ACN) 内 ~ 个 1 一 1 的 映射 , Ж] 
题 是 否 成 立 , 为 什么 ? 

(2) 如 果 下 是 到 上 的 ,而 且 Ni 是 NN 的 一 个 闭 的 不 变 子 群 ,MM 二 FR-1CN1). 求 
ШЕ: ER M/M 微分 同 构 于 李 群 WAN 

19. 在 定理 22 中 ,证 明 : 在 атк =т,0 这 两 种 特殊 情况 时 ,定理 仍然 成 立 . 

20. ЖИЕ: GL Cn,C) 的 李 代 数 同 构 于 gi tn,C}. 

21. KE: 复 正 交 群 Otn,C) 的 李 代 数 是 fln,C) 内 所 有 反对 称 系 阵 组 成 的 子 
代数 . 

22. М 为 GL(n,RR) 内 行列 式 值 为 正 的 矩阵 全 体 , 求 证 : М 是 道路 连通 的 . 

23. ЖИЕ: 单 模 群 S5(2,BR) 内 以 不 相等 的 负 实 数 作为 特征 值 的 矩阵 不 能 写 歹 
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ex 的 形式 ,这 里 和 X 是 3502,R) 的 李 代 数 内 的 元 素 ， 

24. 已 知 一 个 以 X Xo Xs 为 基 的 三 维 实 李 代 数 工 , 满 足 [ 四 1 ,Xs] 二 aX; [Xs 
Х,]=0.[Х:,Х.]= 0.08 а 是 一 个 非 零 常数 . 求 一 个 局 部 李 群 ,以 工 为 李 代 数 . 

25. (D 求 让 ;一 维 连通 李 群 微分 同 构 于 尺 或 8'. 

(2) М 是 一 个 紧 致 李 群 ,H ЕМ 内 的 一 个 单 参数 子 群 ,如 果 玉 不 是 M 内 的 
Hii 12 ЖЕ 微分 同 构 于 什么 ? 为 什么 ? 

26. Ж» ФЕБ T МЫЛ ЗЕЙ. | 

27. (1) 求证 ; 由 (а) еее КО] 5° 的 映射 上 是 一 个 覆盖 同 态 映 
射 . 

(2) ЖИЕ. 一 维 李 群 S! 的 指数 映射 是 … 个 满 映 射 , 但 不 是 1 一 1 的 . 

28. R HH s Сео) ХУ РАН 式 «=, ,ww, 如 果 另 外 有 s 个 Piafi E 0, 


~., ME зел, =, 求证 ; 6;= eae ;这 里 эса = Ch 
29. 已 知 在 以 х,у, 为 坐标 的 R A, 
4 一 yzdx 十 rzdy 十 xydz， 
8=(2zr 十 3y 十 4z)(dzAdzc 一 dyAdz 十 dzcAdy)， 

《1) Ж de 和 dp. 
(2) 下 列 命 题 是 否 正 确 , 并 说 明理 四 (正确 的 要 找 出 解 ); 

G) 存在 函数 ,使 df 二 a 

(и) 存在 Pfaff 式 w, 使 dtww= В. 
30. 设 „= а а Re 一 {C010)) 上 的 一 个 Phatf 式 ,求证 : 
(1) dw 一 0. 
(2) 不 存在 Е (0,0) Ей СЖ 7. ДЕ dr 一 
(3) ER OER anz EFE САЖ 了 ,满足 df=w. 


第 四 章 “” 半 单纯 李 代数 的 结构 


ф1 可 解 李 代数 和 可 解 李 群 


g 是 一 个 т 维 实 ( 或 复 ) 的 李 代 数 , 令 9 表示 由 所 有 [这 ,Yj(Y X, 
YE g) 生 成 的 9g 的 线性 子 空间 ,为 简便 , 写 9 二 [g,gj, 容 易 看 到 97 
g 的 一 个 理想 子 代 数 . 由 归纳 法 定义 g*+ 7 = [90,90 ),02Є2.), |Н 
数学 妇 纳 法 和 Jacobi 恒等式 可 以 证 明 :每 个 g92 都 是 g 的 理想 子 代数 ， 
MA ас. 记 g? 一 9 如 果 存 在 正 整数 &, 使 得 的 一 0, 但 的 
320, ШКЕ КФ 6 是 可 解 李 代数 , 称 上 为 可 解 李 代 数 9 的 长 度 . 

下 面 来 看 两 个 例子 . 


例如 ,9 是 由 gm,C) 内 所 有 上 三 角 和 矩阵 全 体 组 成 的 却 "Cz 十 1) 维 


复 李 代数 . 令 
ац * bir * 
А= 9 B= КА , 
о а, 0 Бы 
由 于 
0 да с Cin 
ГА,В]=АВ—ВА=| 7. * 
к Cya 1 
Q se 0 
当然 这 里 的 с СРЖ Т а Б b GS AARIA 
O с зе Cin 
g'"=[g,g]= ec 让 
ЫС п-1 ғ 
D ees 0 
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由 直接 计算 可 得 : 


0 0 cs с, 
2. E ж 
gP = [9% ,go] 一 с чё РИН, |а ЄС,1<3--1 Я 
j 0 
о +.. : 0 


用 归纳 法 容易 得 到 g” 二 0( 零 矩阵 ) ,所 以 g 可 解 . 

又 如 ,一 个 3 维 李 代数 g 的 基 XX Xor Х, 满足 : 

[Х,,Х,]=Х;, [Х,,Х,]=—Х,. [Х,.,х;]= 0, 

g” = [9,9] 是 由 XX: 张 成 的 g 的 一 个 理想 子 代数 ,[9" ,9 中 一 0.9 

是 一 个 可 解 李 代 数 . | 

并 不 是 所 有 的 李 代数 都 是 可 解 的 ,例如 AOG, RDA Æ Xi Xas 
Х..ЖЕ[Х,,Х,1=Х;,, ІХ,,Х.])=Хх,. LX: X JX EERTE 
可 解 的 ,因为 92 =g. 

可 解 李 代数 有 下 列 两 个 简单 的 性 质 ， 

性 质 1 若 李 代数 g 可 和 解 , 则 9g 的 任何 子 代数 以 及 到 另 一 李 代 数 
内 的 间 态 像 都 是 可 解 的 ,特别 g 的 任 一 商 代数 都 是 可 解 的 . 

”证 明 设 包 是 9 的 一 个 子 代数 , 则 用 归纳 法 可 以 看 到 оосо. 
由 于 9“ 二 0, 则 90 =0,0, 可 解 . 如 果 x 是 李 代 数 g 到 李 代 数 9 上 的 
一 个 同 态 , 则 用 归纳 法 容易 证 明 r+(g”)=g*”, 因 而 ,由 g 可 解 可 推出 
д]. | | 

性 质 2 Fg Æg 的 可 解 理想 子 代 数 ,如 果 商 代数 g/g: 是 可 解 
的 , 则 9 一 定 可 解 . 

证 明 (09/9) 7 =0,7 Æ g F) g/g 上 的 自然 映射 g = 9,91, 

xg = [79,19] (9/9), ЖН rg? = (о/о) ,因而 ху =0 和 
gP Cg: g 可 解 ,有 mE2;, 99 =0, 0, Н]. 

对 一 个 = 维 复 ( 或 实 ) 的 线性 空间 Y EV 上 的 线性 变换 全 体 依 照 
[А,В]=АВ—ВА 组 成 一 个 李 代数 gL(V), 则 称 它 为 VY 上 的 一 般 线性 
李 代 数 . 当 在 V 内 固定 一 组 基 时 ,gitV) 同 构 于 gin,C) (或 gi (ns,RD). 

下 面 的 定理 是 可 解 李 代数 的 基本 定理 . 

定理 1( 李 定理 ) V 是 一 个 复 4 维 线性 空间 (xn 这 1) ,如 果 g 是 
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L(V ) 内 的 一 个 可 解 子 代数 , 则 g 内 的 所 有 线性 变换 在 V 中 必 有 一 公 
共 特 征 向 量 . 
证 明 Ха т 用 归纳 法 ， 
当头 =1 时 , 取 g 内 的 基 ( 变 换 ) 为 4,Y ВСЯ. В= АЛ, Д 
EC, 由 于 AVCV, 则 必 有 与 4 有关 的 复数 pA), UAY 内 一 非 零 
(特征 ?向量 e ,使 得 4e 王 pf(4)e. 那 么 Be 一 ia 人 (4)e,e 是 公共 特征 向 - 
+. | 
设 当 g 的 维 数 是 m 一 1 时 定理 成 立 . 我 们 考 虚 g 的 维 数 是 区 的 情 
况 . 由 于 g 可 解 , 则 9g" 二 [g,9j 闫 9, 否则 不 会 有 9g" 二 0. 于 是 在 9 内 一 
定 存 在 一 个 包含 g 的 mm 一 1 维 子 空间 М, 可 分 解 为 N 与 另 一 个 一 维 
FENN HAM. 由 于 [和 N,gjC[Lg;gj 一 9 中 CN, 这 里 LN ,gj 表示 由 
所 有 的 [A,XX](AEN, 针 Eg) 张 成 的 线性 子 空间 ,因此 ,NN 是 9 的 一 个 
理想 子 代数 ,N 也 是 可 解 的 . 依照 归纳 法 假设 ,存在 Y 内 一 个 固定 的 
非 零 向 量 $,Y хеш а) | 
={ёЄУ|Аё=ф(А)ё&, YAEN), (2.1) 
显然 是 的 一 
Y AEN,Y XEg, 则 [A,X JEN.Y ёЄ К, {Н 250, HE 
这 个 二 ,出 
АХё=[А,Х ]E+XAE= ALA. XDEHAKA)XE. (1.2) 
Н кн (6, = ХАС ЖЕ ЕЛУ 的 一 个 线性 子 空间 ,这 里 
六 是 9g 内 任 一 固定 的 非 零 元 素 - 
Y AEN, Аё=«А)#, W =E, і 
Аё,=‹ф( А)Ёитоа(ё,ё\,+-,Ё,_\), (1. 3) 
Ер Аё, 是 和 , Ea A e RREA A 前 面 的 系数 是 A. 那么 
4 一 4XE 一 [4 和 ]5 十 和 46 
=LA, XDE +94) NXE mod (Erê sE) 
= ФА), mod(E St)， 
所 以 ,对 于 任意 的 自然 数 ,(1. 3) 成 立 . 
Y AEN,Y 7€EL; 由 (1.3) 可 知 ,A47EL, 即 工 是 N 的 不 变 子 空 
间 . 
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ВЕІ. ЗЕЕ: Е, 与, ee o EA. DPA 
LA, X], SE) 
“[ГА,Х]) ж 
= (Ê, E) | к , 
0 Ф(ГА,Х]) 

但 是 线性 变换 [A ,X]j= АХ ХА ХР ЕВ — дЕ 6, ТД (5-- 
DCA, XD=0, ФА, Хр = 0,962, (1.2) [ЖО ХЕЄК, 1 
a), Y CEN CEEK,C 在 KK 内 有 一 个 特征 向 量 &. 又 和 是 N 内 任 一 
线性 变换 的 特征 向 量 ,所 以 是 9 内 所 有 变换 的 公共 特征 向 量 . 

定理 1 有 个 重要 的 推论 . 

推论 设 9g9 是 g5Y) 的 可 解 子 代数 , 则 在 了 内 可 选取 适当 的 基 , 使 
得 g 对 应 的 矩阵 都 是 上 三 角 甜 阵 ， 

WBA У 的 维 数 nn 用 归纳 法 . 

ЭЩ n=l 时 ,推论 显然 成 立 . 

设 当 nn 二 & 一 1 时 ,推论 成 立 , 考 虑 n 二 上 的 情况 . 

出 定理 1, 存 在 V AEREE e CE 9 内 所 有 线性 变换 的 公共 特 
征 向 量 . јр е 张 成 的 了 的 一 维 线性 子 空间 为 Eor АЕ V 到 商 空 间 


V/E, 上 的 自然 映射 ,如 果 ei;es，… ,es ЖУ Æ, nl De ) = э 
[е] ‚л 是 一 个 线性 上 映射 ,和 [es ],… ‚Ге ЈУ /Е, 的 基 ， 这 里 л(е) = [е; ] 
(2505). 
V 到 VV 的 线性 变换 4 导出 V/E 到 了 /已 的 线性 变换 ril(4), 即 
УСУ, ЖЕЎ т СА)л (6) =л(А&). 
容易 看 到 л, 是 АДЕ! ТИ У/Е,) Е “81, РУ А.В 
EqitV), 有 
х\([А,В])х(ё&)у=х([А,В]#) 
=л((АВ—ВА)ё) 
=л(АВё) –я(ВАё) 
=a LAr BIA —л,(В)л, (А)л(&) 
= [я,(4),я; (8) ]я(&). 
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ВТ, СГА, BD = [а СА), я, (В) 1]. х 是 李 代 数 gi(V) 到 gl VE) E 
的 一 个 同 态 , 因 而 л, СО) РЈ . 

由 归纳 法 假设 ,在 V/E, 内 一 定 能 找到 基 [e,j」,…,Lej, 使 得 这 个 
ri(g) 在 基 fe:],……,[eg] 下 对 应 的 矩阵 全 是 上 三 角 矩 阵 , 即 Y 4Eg, 可 得 
、 到 
azz we 


m CA) ег], Let) 一 ([e] Le) 


+ 


| 0 Akk 
由 于 ётёт" уер 是 ү 的 一 组 基 ,和 m C(A) ([е;]) =л(Ае;) „о jk. Е 
而 ъ 
ап * | 
ALKE gst yea) = LE, seas ttt Ee) 


0 ы 

所 以 推论 成 立 . 

现在 讨论 相应 的 李 群 

设计 是 一 个 m 维 (m 之 1) 李 群 ， 4,B 是 MM 的 两 个 子 群 , 记 (4,B) 
是 由 所 有 的 {zyzr 'y | хЄА,уЄВ ЕЖ МИТ. ШЖ A, BE 
М 的 不 变 子 群 , 则 (4,B) 也 是 M 的 一 个 不 变 子 群 . 

$ м = (м,м), Е MW 的 闭 包 MV, 用 归纳 法 定义 M” = 
(MP, М) ФЄ7,). W М == М, ЕЕ К А, EFM” se, 
则 称 李 群 M 是 可 解 的 . 这 里 ,每 个 M” 和 4 都 是 M 的 不 变 子 群 ， 

例如 , 任 一 个 Abel 李 群 都 是 可 解 李 群 


叉 如 ,矩阵 集合 
cos? —sinf a 
u- sinf cos? b vaer 
0 0 1 
令 
cos 昌 一 Sin 由 а, cos, —5=1п0, а, 
А = |sing, 'соѕ0, b|, В= {әп сов, Р, |, 


0 0 1 0 0 1 
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соѕ(0,40,) —зѕіп(,4-0,) а»созбу—бузїп@,-Еа, 
АВ= |әп(0,+0,) соѕ(0,+0,) а,5іл6, -Ь,соѕ8, 十 万 |. 
0 0 1 
соѕ0, sinf, — (а1с050, +b sindg) 
А = | —sinf, cos 用 asini 一 总 cos 内 | 
0 0 1 


则 М ТЕШ Р. 

定义 映射 p:M>R XS ФА) = (а,Ь, ,9 是 1 一 1 到 上 的 ,在 
M 上 赋予 拓扑 和 微分 结构 ,使 得 pg 是 М 到 RXS 上 的 一 个 微分 同 胚 ， 
М 是 一 个 3 维 李 群 . 


1 0 zl 
mrama о аер 
0 0 1 


M? =( MYV, MY} =1,3 X3 MERE. N 是 一 个 可 解 李 群 . 

可 解 李 群 与 可 解 李 代数 之 间 有 密切 关系 . 

定理 2 M 是 一 个 m 维 连 通 李 群 ,1M 是 可 解 的 当 且 和 仅 当 М 的 李 
代数 4Ca) 是 可 解 的 ， 

证 明 如果 M 是 可 解 李 群 ,那么 存在 М 的 不 变 子 群 的 有 限 序列 
MDOMYV DM? De DM” =e. ХЕМ OS: St- 1) M 的 闭 的 不 
变 子 群 ,由 第 三 章 $9 定理 24 е, AME A(CM) 的 理想 子 代 数 ,由 
FMP е, ЛСМ) = 0. | 

对 于 М 内 任 一 个 闭 的 不 变 子 群 M, Y X YEA) MRAR 

expt XexptYexp(—tX)exp(—tY) =exp {P [X, Y] PN (参见 第 
三 章 8 引 理 和 定理 22 的 证 明 )， 

可 以 得 到 [X,Y] EA(OWM М). РАЖ 
ГАМ), ДОМ CACG ,Mi)). G. 4) 


那么 
(А^‹Мм›)?=[АСМ),АСМ)›]С АСМ°?). 
设 (АСМ))° САМ РУ, 
САМ) = [ЛСМ P, (ALMY? ] 
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САМ À), ACMA] 
TAUM”, M" ”)) 
=А(СМ?), 
所 以 ,对 于 任意 *EZ4+ ,有 
(АСМ) САМ). (1.5) 
Ж, CAIME =0, ACME RT IRR] . 
去 之 ,如果 4GQWM) 是 可 解 的 , 则 一 定 有 某 个 上 EZ+ ERAM. 
=Q. 
现 对 上 述 & 用 数学 归纳 法 来 证 明 М 可 解 . 
4 k=1 时 ;LACM)) 中 =0,ACM) 的 结构 常数 全 是 0,M 是 Abel 李 
群 ,AD 一 e， мт 1 

假设 当 可 解 李 代数 A(M' ) 的 长 度 &n 一 1 时 ,相应 的 连通 李 群 
M' 是 可 解 的 . 

ЖЕ а= п 的 情况 . 因为 [CACMD))"?, СА СМЭ) Р] = (л 
CM)) 中 二 0, 所 以 ,用 五 表示 由 expCACM))”- + 生成 的 М 内 的 连通 李 
子 群 ,H 是 М 内 的 不 变 子 群 , 玉 本 身 是 Abel 李 群 . ATH М рч 
闭 的 Abel ЖЕТ, Н 可 解 ,由 可 解 李 代 数 的 商 代 数 是 可 解 的 知道 ， 
АСМЭЈАНУ ОЕА). h F AU M/H) = АСМ) АСА), Ж АСМ/Н) 
可 解 , 商 代数 ACM ACD = АМУ АМУ АТУ, ШАК 
Жл —1. 又 由 于 А(М)/АСН)›=А(СМ)/АСН)/АСН)/АСН), ЕЈ 
知道 可 解 李 代数 ACM/ 吾 ) 长 讼 所 4 一 1. 因此 ,由 归纳 法 假设 可 知 ,由 
expACM/ 瑞 ) 生 成 的 连通 李 群 M/H ETR . 

记 x 是 M 到 M/ 吾 上 的 自然 同 态 . 首先 有 *E Z EMH" = 
rle). 

ЗМ =я(М,М) = (х(М),х(М))=М/Н°. 
М Cr МНО) Ся М/Н) СМ 内 的 闭 集 )， 
ШМ Ce M/A P). 
aM? =n(MY MT Car М/Н) (M/H) 
=(M/HV ,M/ÄV)=M/ĦH”. 
即 有 M? Cr (M/H) М/Н) мМ йй). &ЖМ®с 
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х М/Н). 这 样 一 直 作 下 去 .直到 第 * 步 ,有 MICrICM/ 万 "= 
к (л(е))=- Н. 又 百 是 Abel H, UE H” =e, R AAA мс 
Н. 所 以 ,M"+?=e,M 是 可 解 的 . 


$2 ERFARER ЕЕ 


9 是 一 个 mm AERD FRYE о = [9,9], HAREE Ж + 
= [9,9 1067). W 9, = 9, WREE RREZ ,使 得 0, 0,19 g-1 关 0， 
则 称 9 Е КААР К ЖЕ ЕРЕК о 的 长 度 . 

由 于 9 一 9 9” (6222), ШАЯ НАЕ ЕНГЕ 2. 
EFFE g 的 任何 子 代数 和 g 到 男 一 李 代 数 的 同 态 像 都 是 鹤 零 的 . 

下 面 我 们 举 一 个 例子 . R g ENA Ел Ж ВАНА nX 
“上 三 角 和 矩阵 全 成 的 gz,C? 的 子 代数 


O ag е а, 
9. = 19,91= 9" = ў а, тар а ЄС.) |» 
0 >e 0 
HAAREN Ei AA g= Egang] Egh MAg =g =0,9 
RFH. 如 果 和 矩阵 主 对 角 线 元 素 是 4, 则 记 这 个 xXn EEA А". 
Абр) ‚> 0 


固定 正 整 数 лу» NR4s 令 9 是 所 有 组 成 的 9 (л, 


О A 
+ Ба СУ. 令 а" 二 max Cms ола), A AETA RRE A 
q =0, ош: 000. 

由 于 9 Е 00, ШЕЕ пе ZE 9. 0. ЧҮ Xp， 
X ҮЄ9, V аах,аах, ---аах,(ү) = 0. X, se X, 全 相等 ,上 述 记 
(аах, )" Сү) =0. ЕУ. 《adX,)" 一 0(g Б). _ 

对 于 李 代数 9g 内 某 元 素 X WREE nE Z., 19 (аах ә)" = 0, Ш 
Хайж FH. Т. Но 2 0 АГ ЖП. gA ЛЕ ло ж аат E 
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的 . 反之 ,我 们 有 定理 3. 

定理 3(Engel 定理 ) бот 维 李 代数 g 内 的 所 有 元 素 是 ad ЖЖ 
的 , 则 9 是 赛 零 的 . 

在 证 Engel 定理 之 前 , 先 作 些 准 备 工 作 

如 果 V 是 一 个 m 维 实 ( 或 复 ) 线 性 空间 ,对 于 9(7) 内 的 4, 如 果 
存在 正 整数 ,使 得 A" 二 0(V 上 的 零 变 换 ) , 则 称 4 是 宕 零 的 (线性 变 
换 ). 

引 理 设 V 是 m 维 实 ( 或 复 ) 线 性 空间 ,g 是 gL(V) 的 子 代数 ,如 果 
g 中 每 个 元 素 都 是 知 零 的 , 则 有 V 中 非 零 向 量 z 存在 ;Y AEg, Ar= 
0. 

证 明 对 g 的 维 数 上 进行 归纳 . 

щ k=l 时 , 取 g 内 的 一 非 零 元 素 4 作 基 ,g 中 任 一 元 素 皆 成 14 形 
ХОАЄК С). 由 于 存在 nEZ ,使 得 和 一 0, 则 有 4 是 一 个 退化 的 线性 
变换 ,所 以 必 有 Y 中 非 零 向 量 x 存在 ,满足 4z=0, 因 此 ,(44)z 一 0. 

设 Ssl 时 , 引 理 成 立 . 

当 g HER =s 时 ,首先 取 g 的 一 个 维 数 za 的 子 代数 g'am 
二 ;一 1), 商 空间 9/9" 是 一 个 ;一 mi 维 的 线性 空间 ,rx : g->g/g* 是 自然 
映射 .¥Y Хд" ,ах E galg Ag Dg Ч, Е СХ) : g/g 一 
g/g sV YEg, СХ) (У) = я(аах(Ү)) =« (Х,У), FX Eg Cg/ 
g). 可 见 ,f 关于 文 也 是 线性 的 ,而 且 Y Xi ,XE€9",Y YE9, 有 

F СХ, ,Х, }х(Ү)=х(аа[Х,,Х,](Ү))=х([ааХ, аах, ЈУ) 
=л(ааХ аах, (У?) — я(ааХзаахХ, (ү?) 
=f (Xr adX: (Y ))—f(XdradX, Y )) 
= fFAXVA XD) — f (XDS (Xr СУ) = EK SK 7]x(7)， 

这 说 明了 是 李 代 数 9 到 李 代 数 aag ) 内 的 一 个 同 态 . 由 于 g* Са, 
Wg 内 的 任 一 元 素 是 笑 零 的 . 又 由 于 VEZ+， 
GAX OY) = Эл caXYX! (2062), 6.1) 
WX = 0 Ф 9 (аах) = 0, ПИХ Жа ж =. 而且 ,由 于 
(Ў(Х”Ут(Ү)=—‹(/(Х)) я (айх (Ү)) = ++ = я ((ааху«ү)›, А, 
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YXEg' SORRE. AA gaT ) 内 于 代数 jg ) 的 维 数 小 于 
等 于 s 一 1 ,所 以 ,由 归纳 法 假设 ,有 g/g ARTE r(7) 存 在 ,这 里 了 
ЖЕ" М.У ХЄд'. Хә) (У) т Х.У]) =а(0), т.СХ.УЈЄ 
g Fg ЕЛ о 的 一 个 zm 十 1 维 的 子 代数 ,而 且 以 g" 为 理想 
Тл. 
H g 的 一 个 一 维 子 代数 出 发 , 即 可 知道 g 内 有 一 个 ;一 1 维 理想 子 
代数 g*'* ,根据 归纳 法 ,有 VV 内 一 个 非 零 向 量 с 存在 ,Y A€Eq** ,Ax= 
0. $ g=g"" Op A 


U={yEV| Ау=0, Y AEg `}, (2.2) 
UO0.Y XEgldimg=1)，Y АС9'*, Y yEU, Æ 
АХу= ХАу+[А,Х1у=0, (2.3) 


因而 XyEU,U 是 的 不 变 子 空间 . HA ХЕ, НОН О 内 非 零 
yy 使 得 区 =0, 因 此 ,Y XEg,Xy=0. 

现在 来 证 明 Engel H. 

证 明 аах 是 作用 在 9g 上 的 线性 变换 ,由 上 述 引 理 , 存 在 g 内 的 非 
Жл®ЖҮ,У XEg, adX(Y)=0. $ 

g'={YEg| adX(Y)=0, ү XEg}, (2.4) 

9" 非 空 ,g' 是 g 的 理想 子 代数 ,x 是 g->g/g" 上 的 自然 同 态 . 

Н РУ XEg, ЖЕ пЄ 2 ,使 得 (adX)"=0, 即 Y YEg, (adX)"(Y) 
二 9, 那么 , ‹айл(Х))"(х(Ү))=0. 对 g 的 维 数 进行 归纳 , 当 g 的 维 数 是 
1 时 ,Engel 定理 显然 成 立 . 由 于 о/а" 的 维 数 小 于 g 的 维 数 ,由 归纳 法 
假设 ,g/g' ERF WAERM T FEY Хз. ХтЄ. 


[Гах,е СХ), СХ) Е] =r). (2. 5) 
80... 1: 1169". 所 以 ,YY Xito Xr Xr Eg A 
[Хт,,ЁХт,[[Х„.Х,],]] j=0. (2. 6) 
即 9 是 其 零 的 . 


设 g 是 gL(V) 的 子 代数 ,车 g 内 的 元 素 都 是 备 零 的 , 则 称 g 为 作用 
于 了 的 客 零 线性 李 代数 ,关于 老 零 线性 李 代数 ,我 们 有 下 述 定理 . 

定理 4 如 果 g 是 作用 于 xm 维 实 (或 复 ) 线 性 空间 V 的 罕 零 线性 李 
代数 , 则 可 选择 V 的 一 组 基 , 使 得 9 内 任 一 线性 变换 А 关于 这 个 基 所 
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ЛЕ ЛИ Е Е C гу В ,2:;= 0). 

证 明 利用 定理 3 内 的 引 理 知道 ,V 内 有 一 非 零 向 最 所 存在 ,Y А 
Eg, Ае =0. 用 Е, Жл Н е 张 成 的 V 的 一 维 线性 子 空间 ,我 们 考古 - 
商 空 间 У/Е,. 完全 类 似 §1 定理 1 推论 的 证 明 , 即 可 得 本 定理 . 这 留 
给 读者 作为 一 个 练习 ， 

对 应 于 宪 零 李 代数 ,我们 引入 等 零 李 群 : 

М 是 一 个 维 (m 宕 1) 李 群 , 令 1 = (CM,AM) ,用 归纳 法 定义 Mi 
= CM, Mi) (4EZ4). 记 M6 一 M, 如 果 存 在 自然 数 :, 使 得 M.=e, 但 
М, Ae ЖК М 为 一 个 长 度 为 ;的 寞 零 李 群 , 罕 零 李 群 显然 是 可 解 李 
+. 类 似 于 可 解 的 情况 ,我 们 有 定理 S. 

定理 5 М 是 一 个 连通 李 群 ,M 是 竹 零 的 , 当 且 仅 当 AMERRE 
的 . 

证 明 WR METRE, MFE M7 二 e, 和 Mill 一 
1) 是 M 的 闭 的 不 变 子 群 ,由 第 三 章 $ 9 中 的 定理 24 可 以 知道 ,ACMi;) 
是 ACM) 的 理想 子 代 数 - 

对 于 好 内 任 一 个 闭 的 不 变 子 群 M ,和 WY XEA(M),Y YE 
AM) ,利用 公式 (参考 第 三 章 8 8 中 的 引 理 和 定理 22 的 证 明 )， 

ехр,ХехргҮехр(—:Х )ехр(—гҮ) 
=ехр(/ [Х,У ]-+0)} (2.7) 
可 以 得 到 ,[X,YjE AM, MY. 那么 [ACMD) ,ACM')]CAh M, M, 
于 是 有 | 
(А(М)),=[А(М), ACM ]CAM,). (2. 8) 
设 CACM)),_,CACM,_1), 那 么 
CACM), =[А(М)У,СА(М)),_\] 
С[А(М).АСМ,_\)] 
CACM,M,. ү) 
СЛА‹М,); | 《2. 9) 
ЯТЫ СЛОМ) = 0. АМЕ Е. 
有 反之 ,如 果 ЛМЕ К, И — 定 有 某 个 自然 数 工 ， 使 得 
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ACM))7+ 二 0, 对 长 度 工 用 归纳 法 ,我 们 来 证 明 М 是 宪 零 的 . 
当 了 = 二 1 时 , (ACMD) ;二 0，ACM) 的 结构 常数 全 是 0,M 是 一 个 A- 
Ье! 李 群 , 则 М,=0, М АНЕ. 
假设 当 突 零 李 代数 ACM" ) 的 长 度 TT 志 x 一 1 时 ,相应 连通 李 群 М" 
ЕЖЕ]. 
HE Тп 的 情况 . 由 于 [ACM)，CACMD)),_1j] 一 CACM)), 二 0, 用 
吾 表 示 由 exp (AC(M)),-1 生 成 的 哮 内 的 连通 李子 群 ,如 是 MM 内 的 
Abei FRFR MEM, H) =e, H Æ M KAK Abel 不 变 子 群 , CM， 
Н) =e, 商 代数 AMAD ERE ERA. 由 于 ЛСМ/Н)=А 
CM)/ACH), U) 4CM/ 五 ) 是 长 度 小 于 等 于 Е 66. 由 归纳 
法 假设 ,由 expACM/ 瑟 ) 生 成 的 连通 李 群 М/Н ERR, WA s€ 2;， 
使 得 CM/ 五 ),=r(e), ХШ л E MA М/Н КАЖ. 
х‹М)=х‹М,М)=‹х‹М).,х‹М))=‹М/Н)\, 
M Cr (М/Н) Ся М/Н) )М 内 的 闭 集 )， 
则 MCa М/Н), .完全 类 似 于 本 章 $ 1 定理 2 的 情况 ,可 以 证 明 : 
对 于 任何 自然 数 &, 有 М, Сл UMH). А, М =M, MOC 
(М,Н )==е, М }&Җ ОБ. 


83 半 单 纯 李 代数 和 紧 致 李 群 的 分 解 


9 是 个 wm 维 (m 之 2) 实 (或 复 ) 的 李 代 数 ,从 第 三 章 §10 有 9g 上 的 
Killing 型 (X,Y 了 ) 二 Tr(adXadY) ,如 果 这 Killing 型 非 退 化 , 即 不 存在 非 
零 的 关 EACM) ,使 得 Y YEACM) ,满足 (X,Y 二 0, 则 称 g 是 一 个 以 维 
半 单 纯 李 代数 ,简称 mz 维 半 单 李 代 数 . 

如 果 一 个 mx 维 (m 之 2) 半 单纯 李 代 数 8 不 包含 非 平凡 的 理想 子 代 
数 , 即 g 的 理想 子 代 数 只 有 零 和 9g 本 身 , 则 称 g 是 一 个 单纯 李 代数 . 

ПЖ а 是 一 维 李 代数 ,为 方便 ,也 称 g 是 单纯 李 代 数 . 

如 果 李 代数 ө 的 一 个 子 代数 g, 作 为 李 代 数 是 半 单 纯 或 单纯 的 , 则 
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称 gi 是 g 的 半 单 纯 子 代数 或 单纯 子 代数 . 

在 第 三 章 8 2 例 4 中 ,我 们 证 明了 对 于 某 个 固定 的 xXxn 矩阵 M, 适 
合 条 件 XM 十 MXT 二 0 的 一 切 复 nXn 矩阵 匀 组 成 一 个 李 代 数 g 如 果 
有 另 一 个 固定 的 nXn Ж M M5 М 是 合同 的 , 即 存在 可 道 的 复 = 
Хп Ж A E M=AM* A ,那么 满足 YM' 十 好 了 一 0 的 一 切 复 n 
Xa ERE Y 组 成 的 李 代数 g 必 与 上 述 李 代 数 g 是 同 构 的 - 因为 可 以 定 
ха ЕЙ Е: ЕХ) = АХА, Н ҒРХМ+ МХТ =0, M (A` XA) 
:М`+М" (АХАУ = АХМАТ HA MXT CAY =A (XM 
十 MX") (A 1)" 二 0, 即 下 是 g 到 g" 内 的 映射 ,读者 很 容易 证 明 FF 是 李 
代数 g 到 李 代 数 9 上 的 同 构 . 

由 于 2m X 2m 的 单位 矩阵 Г. = | 


т 


” 了 | 在 复数 域内 合同 于 


0 а 
|, "ожа. HLASE ЖӨ я хт СИЕ 


І, ((2т 4-1) х (2л +1) УВЕ, ААУ 536.) 


In 
1 0 0 
0 о L 
0 In 0 | 
数 В.Г, 的 确 分 别 是 OC2m 十 1,C) 和 OC2m,C) 的 李 代 数 ( 参 考 第 三 章 
习题 21). 而 А, 是 SL(n 十 1,C) 的 李 代 数 ,C, 是 РС, OHERAKO. 
下 面 我 们 来 仔细 研究 典型 李 代 数 An ,B,C, A Da- 

首先 ,我 们 来 研究 A 它 是 全 体 追 迹 为 零 的 复 (w 十 1) Хх at) 
阵 组 成 的 nGn 十 2) 维 李 代数 .类似 以 前 的 记 法 ,用 E+ 表示 第 i 行 ,第 
k 列 位 置 上 的 元 素 是 1, 而 其 余 位 置 上 的 元 素 皆 为 窒 的 (xn 十 1) X Cn 十 1) 
Ж Е. 令 
СЕ И SAER БАЕ У БАЕ (3.1) 


在 复数 域内 合同 于 :所 以 在 李 代 数 同 构 意 义 下 ,典型 李 代 


名 ”请 读者 自己 证 明 . 
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这 里 之 ,为 一 0, 所 有 Hs, 的 集合 组 成 一 个 维 的 子 代数 Н. 
再 令 
На=Е?“?—Е Т? (zk, 1i kSn+1). (3.2) 
TRH Æ Harik, 162, пто В, H 与 所 有 Er G 
天 &) 的 线性 组 合 就 是 Ar 
V Hry Hann EH BRA 
[Hannas Нш 1—0. ‹3.3) 
结构 常数 全 是 零 的 李 代 数 称 作 可 交换 的 李 代数 . 因此 , 扎 是 一 个 可 交 
换 的 李 代 数 . 由 直接 计算 可 以 得 到 
Н, а ЕШ? 0А АЕТ GÆk, 1i, Ан). (3.4) 
А SAGER ISi, Ап ТЕЛЕ аан, аа, ВУЛЕ, fai 
称 为 A, 的 (一 个 ) 根 . я2>2Н]. ЖН А a= (А, —А„) + СА,— 4,004, 
АБСА А) (А, А), рз, j; 3561: 9 天 (可 以 知道 A, 
的 任意 一 个 根 Д А. ЕШ А, 的 任 一 固定 根 AA 逐次 添加 А, 的 根 
而 得 到 . 明显 地 ,可 得 到 


ГЕ ЕТ? }=Н„ GÆR, 1i, katl). (3.5) 

由 直接 计算 可 以 知道 , 当 251, jAk БЇ. 
[ЕК +?, ЕК? ]=0, (3.6) 
LERT? , Ег V ]=— ET", (3.7) 
CESTO, EKTO J]SEÇ H”. (3.8) 

接 下 来 我 们 研究 B, 令 
1 0 0 
M= 0 hl, 
0.. ,© 


于 是 ,一 切 满足 XaM 十 MXT7 一 0 的 复 (22 十 1) X (29 DEE X 的 全 体 
组 成 李 代 数 B. 
把 B, AERE X S М 同样 的 分 块 ,并 且 利 用 关系 式 ХМ-+МХТ 


0 н т 
二 0 可 以 得 到 , В, 由 一 切 形 如 — v А А, В 9 FE ЕҢ Ел 
—u An —An 
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Ħ, 41,= — Аз, АЎ = — Ад. иу V 分 别 是 n 维 行 向 量 , A, ‚Аһ, А» Ж 
是 ”xz AEE. 


令 


Ну АСЕ – Еда) + АСЕ "Т? 
Еа) + БА СЕА Ера) (3. 9) 
则 所 有 АР, УЗА В, 的 一 个 维 可 交换 子 代数 Н. H 既是 
一 个 维 可 交换 的 李 代 数 , 又 是 В, 的 一 个 子 代数 . 
容易 明白 Н Ж Е — Ена Bitra 一 Erti аза, 
Е в E iant Ек ҮЗ, Еа Elati Е, 
Ес) 一 Er 的 线性 组 合 即 是 BR BISAN 
由 直接 计算 ,得 
УН-а. Ны CH, Н, Но, 10, 
Сна, ЕФ), EST i] 
= (А А) СЕ Етра) 5 
ГН, ааз ЕО – Е), ++] 
= (А.-А) ER Ra Е) уна), 
LH aa a Е Е, 1] 
= (АБАУ СЕНТ Руа Еты » 
[Han ES ЕЗ9 
二 ES 1) 
ГН, ЕЕ Ейт = АСЕН, Е), 
[Hiya ERIR Е ]= АСЕ), — ЕО). (3.10) 
Е Њ,А-А, аА, АА А-А AKILES), А, —А Ж 
В, 上 线性 变换 аан, a 水 的 特征 值 ， 为 了 简洁 , 记 В. 上 相应 的 特征 向 基 
Е, ,已 ,, 瑟 等 等 ,因而 ,上 述 (3. 10) 内 的 六 个 公式 可 以 统一 为 
下 述 一 个 公式 : | 
Аа, „т Ё „1=аЕ,. (3.11) 
当然 ,这 些 特 征 值 也 可 称 为 吾 . 的 根 . 当 之 2 时 ,B。， 的 任 一 根 也 可 以 从 
В, 的 任 一 固定 根 经 逐步 添加 В, 的 一 些 根 而 得 到 . 
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НЕ ЕИН, RET HERR ae 
Hyp SERER БЕ ЕҢ arii 
E Rara (іл), 
HSER — ESKIA atiti” 
由 直接 计算 可 以 得 到 ,对 В, 的 任 一 根 a, 有 
[Е.. E SHa (3.12) 
例如 [有 -a, 9 五 ,一 万 ,等 ， 
对 于 В, 内 的 任意 两 个 根 ep, Æ < 十 8 不 是 根 ( 这 里 的 根 是 对 固定 
的 线性 变换 аан л MAAD Ойр] 
[Е., Ер ]=0. (3.13) 
若 a 十 8 是 根 , 则 
LE Erl~E,.ra( 或 一 Esa). (3.14) 
В, ГЕ, Ел). 24 Al jAk В, EFR jk iA 时 ,等 于 
Е 451421, jAk Е, а. 
我 们 再 来 研究 C 从 C 的 定义 容易 明白 ,C, 由 所 有 形 如 
Ж: 2. |южкаш, REAS An Ah = An AKEE 
Ж пхп Ж. +4 
На, А СЕ? — Е „БА СЕ — Е.) 
十 二 起 (Ei ЕФ), (3.15) 
BAHE Н, ВАВ n ЖЕЧИ Н. 
再 令 
„=ЕФ? —ЕЗЙ 
En Е — EYP nas 
Erta =E a HERG, 
E-a- SES HER 
En, =E); ‚ Е. 24, = Еб, ы 
Н, = ES — ЕФ? ЕЗ „БЕЗ „ы, 
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Н. SESO HER — Ep nei ЕЗ „+, 

Hy = ЕФ ЕЗ, (12%). (3. 16) 
H Ай Er- En-a Бл» Е.ә, Er E_n 的 线性 组 合 就 组 成 Co А, 
д, А-А АТА, SAS As 2А, — 2A ЖС, 上 线性 变换 аан, 
的 特征 根 ,简称 为 С, 的 根 . Ш я;>2, С. 的 任意 一 个 根 也 可 以 从 С, 
В 6—8 定 根 经 逐步 添加 С, 的 一 些 根 而 得 到 ,对 于 С, 内 的 任 一 根 а, 
由 计算 可 以 得 到 完全 类 似 于 В, 的 公式 ( 称 为 结构 公式 ): 

Г Н 2а Ea] =E. [Е., Е_.1=Н,, | 

当 a 十 不 是 根 时 ， ГЕ.,Е,]= 0; 当 a 十 8 是 根 时 ， [E., Es j= ЕЁ, (或 


— E.g). (3. 17) 
Е Б 从 Р, 的 定义 容易 明白 , р, 由 所 有 形 如 
ге: ` т | 的 复 2 хал 矩阵 组 成 ， 这 里 А» = —А\, 

А» — АТ, 

Ап= – Аз. $ 

| Но, АСЕН ELP pp) АСЕ ES npa) 

He +A (Em — E22,), 063.18) 


所 有 和 矩阵 Н, ШЙ Р, 6—1 п ЕГУ РЕ Н. 再 令 ( 下 面 限制 
a 


一 pn) 
= — Еб ез 


Г] "C2n) | 
E, -4 =? — КИР % 
(C24) _,‚ pD 
Е +A = Е; нА Ег э» 
= pn __ рн) 
Е „= Е i Pr 


Н,_, SESO -- Ей"? — ЕД HES „у: 
Hisy SERO HEK — Е... — Esgin KILKA). (3.19) 
o H M Er-y > Errr Ers E-ra ЕЕН ВЕ Da AAs 
SAk th — A mA 3 Р, БЕЛ аан, 2 ЕВ, ЖК Р, 
n 如 4 实 3.D, 的 任 一 根 可 由 D, 的 任 一 固定 根 添加 一 些 根 而 得 到 . 
(3.17) 对 Р. 完全 适用 . 
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有 了 上 面 的 准备 工作 ,现在 可 以 来 证 明 下 述 定理 了 . 

定理 6 上 典型 李 代 数 A1), Bn), Cm1) Р„(и2>3) 
是 单纯 李 代数 . 

证 明 首先 ,我 们 证 明 А„(л;>1). В, (п221), С, a>) D, (пі 
3) 不 包含 非 平凡 的 理想 子 代 数 . 

用 9 表示 上 述 四 个 典型 李 代 数 之 一 . 采用 反 证 法 . 车 gy 是 9 的 一 个 
非 零 理想 子 代数 ,下 面 证 明 g 二 g. 在 多 内 任 取 一 个 非 零 元 素 А, 


Аз= + 2 汉沽 (3. 20) 
62)" 


这 里 五 ,E 瑟 ,而 >， 表示 g 的 所 有 根 的 集合 (对 某 个 线性 变换 
ad 五 《或 аан, Р.Е А, В, Е, = Еш), р. 是 一 些 复 数 
(不 是 根 ). АЭА ГЫ, E= Е.Э а АНЕЛ ааг 9-Р 
征 值 ,如 果 ASH A0, ШАН А Е, 存在 ,使 得 上 述 % 关 0: 事 实 上 从 
公式 (3.4).(3.11).(3.17) 和 典型 李 代 数 根 的 表达 式 可 以 知道 :对 于 任 
一 线性 变换 аан, „аан, „ЖХ НЫ, R Нш, |, 
特征 值 不 可 能 全 是 零 . 这 样 ,利用 gi 是 理想 ,可 以 知道 这 个 E.E g ,而 对 
于 А,„.В„.С„(п2>®2)ҖЦ D,(n 这 3) ,它们 的 任 一 根 皆 可 由 一 些 根 陆续 添 
加 到 上 述 a 上 而 得 到 . 这 里 要 注意 ,每 适当 添加 一 个 根 后 仍 为 一 个 根 ， 
利用 [E。,EEsj 一 士 Erp( 由 于 a 十 BP 是 根 ), 可 以 知道 对 于 所 有 的 根 В,Е, 
Со, ВЖ СЕ. Е 6]= Н, E H, Eg. ПЫ РК ЫС. A 
HE ,9, =g. ; 
接着 ,不 妨 假定 有 210 ол, PETE. 由 于 4Eg ,可 . 
F H* 一 五 -或 末 ， 这 里 ,选择 Дудз" А, 或 站 tl 
使 得 线 柱 变换 аан" 的 特征 值 无 两 个 相同 AACH’ Е] =аЕ, (1 
5), ЖШ, оа, ‚а, 无 两 个 相同 . 由 于 外 是 理想 子 代数 ,可 以 知道 


CadH YA= D pad En E gr, 这 里 ,r 是 任 一 自然 数 .把 АЕ, 视 为 一 个 
未 知 量 . 列 出 线性 方程 组 ， 
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а| (д, Ea, ) Harl Hag Eag ) T о а, (а. Ea, ) =b, + 
| (pa Eo 》 + сар) 十 шы + (Ka Ea) =% * (3. 21у 


EREET 


о Ha En ) FH Al a Ba) tt pa Ea) =b 


г, wea а, 


т Е 70, ЖА, bzs t СФ, 可 以 知道 we Е. Є 9. 由 于 Ёа 
a + а 
320. пр Eg 类似 上 面 的 论述 ,可 以 得 到 о, =9. 
如 果 考 虑 的 是 41,B; ,Ci( 全 是 3 维 ), 相 应 地 ,交换 子 代 数 态 的 维 
数 都 是 1, 如 果 有 ye 关 0, 则 从 上 面 的 投 述 可 以 得 到 Е. Є, МГЕ, 
Е_.1= н. Є gi: 有 一 维 子 代 数 HCgi: 和 和 нсы ,五 _。 \= —а!Ев|Є 


gi, 得 = 二 g. 当 如 Cg 是 已 知 时 ,更 容易 证 明 g =g- 


由 于 g =1ХЄ9|(Х,У)=0,УҮЄ9) (3. 22) 
是 g 的 线性 子 空间 ,和 YY,ZEg,Y XEg" ,由 
[XY],2)=—([Y,X1,2)={X,[Y,2])=0 (3. 23) 


可 以 知道 [X,Y]&g“ ,g’ 是 9 的 一 个 理想 子 代数 . 由 上 述 , 只 有 9g =0 
或 9 =g M g 一 9 是 不 可 能 的 . ЕЯ А СЕНС, а Ну 022 
0 或 者 (Hisi41Hhwh11) 记 0; 这 里 让 是 不 全 为 零 的 实数 .因而 有 定 
理 6. 

设 g 是 一 个 半 单 纯 李 代数 ,如 果 9 不 是 单纯 李 代 数 , 则 а 内 一 定 有 
一 个 真理 想 子 代数 о. 有 趣 的 是 ,我 们 有 下 列 定理 . | 

定理 7 9 是 一 个 半 单 纯 李 代数 ,9 是 8 内 的 一 个 真理 想 子 代数 ， 
如 果 gg: 一 {XEgICZ 77) 一 0,VY7Eg): 则 9 是 9 的 一 个 理想 子 代数 ， 
Н о=о Ф НП). 了 

证 明 首先 容易 明白 ,9 是 9 的 一 个 线性 子 空间 .Y 和 XEgzyY YE 
gY 269%. ГУ.2]6є%.Х.11,2) = – (У, Х],2) = (Х,[У,2р=0 


中 PARRE ДЕШЕ АЕС Agge] 0. 
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所 以 ,LX,Yj€Egq， :是 9 的 一 个 理想 子 代数 .¥ Хх, ҮЄф По. У ZE 
g> 

(ТХ,У],2)—=—(Ү.,|Х.7])›=0. 

由 于 g 是 半 单 纯 李 代数 ,所 以 我 们 有 [ 半 ,Y = 二 0. 设 g 内 线性 子 空间 
gi 门 gz 的 直 交 补 空间 是 ga, У XEgq 门 qz， У XEg 9 上 的 线性 变换 
adXadZ № g По 02,80 о 3 9. По, ЖД ааХаах Æ д= g Гро Эз 
的 一 组 基 下 对 应 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 元 束 全 是 零 , 即 有 (X,Z)》 一 Tr 
(ааХа42)=0. 由 于 g йя, M Х=0,о0, По =0. 

用 g 表示 9g 上 线性 函数 全 体 组 成 的 对 偶 空间 ,定义 线性 映射 f:g 
一 9 СХ)? XY). 由 于 9 是 半 单 纯 的 , 故 X= og EAFA 
数 ) 当 且 仪 当 闵 ==0, 那 么 ,f 是 线性 空间 9g 到 9 上 的 一 个 线性 同 梅 . 作 
g 关 于 线性 子 空间 4 的 直 和 分 解 , 则 有 а= 9 Фо, tE gg4. 由 于 gi 
们 g. 二 0, 可 知 f(g) 站 f(g,) 一 0. 限 制 在 gi 上 ,f(g;) 是 gi, 上 线性 函数 的 
全 体 , 因 此 ,将 f(g,) 看 作 g. 上 的 线性 函数 集合 , 它 必 是 零 函 数 . 所 以 g 
С $ .9= 9.9. 24 Ж. [gi,9:j 二 0.g1,9z 都 是 半 单 纯 的 李 代 数 ， 

推论 一 个 半 单 纯 李 代数 g 有 直 和 和 分解 g=g. 引 gs 儿 … 邹 g,, 这 里 ， 
g(l 人 i 人 Ss) 是 9g 内 全 部 单纯 理想 子 代数 . 而 9 的 每 个 真理 想 子 代数 是 
上 述 一 部 分 单纯 理想 子 代数 g АЯ. Н Гө, д, 1==00155)). 

证 明 利用 上 述 定理 ,如 果 半 单纯 李 代 数 g 不 是 单纯 的 . 则 必 有 一 
真理 想 子 代数 g1,9 二 qi 四 g, 这 里 gs 二 {XEg| (X,Y) 二 0,V YEgi},g: 
也 是 g 的 一 个 理想 子 代数 ,而 且 [gi :9zj= 二 0. 如 果 gi 或 不 是 单纯 的 , 则 
利用 定理 7 ,还 可 以 作 直 和 和 分解, 由 于 9 的 维 数 有 限 , 故 必 有 

g= gDg:D…PDg,:Lg:;g;j=0 Сз), (3. 24) 
每 个 SC1sai<s) 都 是 g 的 单纯 理想 子 代 数 . 现在 证 明 上 述 全 部 和 Æg 
内 所 有 单纯 理想 子 代数 , 用 反 证 法 . 如 果 男 外 有 一 个 g 的 非 零 单纯 理想 
ЕТКЕН Р Е 8(15 科 i 委 ?中 的 任 一 个 ,由 53. 24)， 必 存在 一 个 
g USS). EI 0... 1920. 用 到 证 法 ,如 果 ga NAAS), A 
么 YXEgry Ү,Є,ШРЇХ.У,]Є gan Пе, СХ. У,]=0, KE, Ж 
用 (3.24),YYEg,[X,Y]=0,adX=0,g 是 半 单 纯 的 , 则 Х=0, FE. 
所 以 ,有 一 个 gs gn 920,9. N о 是 g+ 和 g 内 的 单纯 理 
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W g4 =g 

如 果 9 是 9g 的 任意 一 个 真理 想 子 代数 ,由 (3. 24) ,可 以 知道 ;: 必 存 
在 9%, Ф Фо AKA LLK 9, 93001), NG, 是 
单纯 理想 g 中 的 一 个 非 零 理 想 子 代数 , 则 必 有 9g,C9; 因 此 ,有 9—9, 
Ppa, 

现在 ,我 们 要 用 上 述 理论 来 研究 紧 致 李 群 的 分 解 . 

定理 8 AM 是 一 个 m 维 (Cm 之 2) 紧 致 连通 李 群 , 则 M 的 李 代 数 
АСМ? =9.Ф9,,2 8 go 是 ACM) 的 中 心 ,gq1 是 9 的 一 个 半 单 纯 理 想 子 代 
数 ,而 且 在 外 上 的 Kiling 型 严格 负 定 . 

证 明 ”利用 第 三 章 $ 12 中 的 定理 31 可 以 知道 ,Ad(M) 是 实 正 交 群 ， 
OGMY,R) 的 一 个 子 祥 , 且 在 АСМ) ЕВЕ A Euclid AR.) Y yE 
M. #<Ad(y)X,Ad(y)Y)=/X,Y). 

对 于 ACM) 内 任意 的 固定 2Z, 令 у=ехр!7 ,这 里 :ER， 

Ad(y)=Ad(lexptZ)—=expti(adZ) 
=°% рай айру, (3. 25) 
于 是 ,有 
0=‹Аасу) Х,Аа(у)У) — Х,У? 
= Х,аа2 (У) + (аа2(Хә),У) 十 o(t2)， (3. 26) 
这 里 ,im 一 oC2) 一 0 
将 王 式 两 边 除 以 OR 上 天 0) ,并且 令 1->0, 则 得 
‘XadZ(Y))+ (adZ(X),Y)=0. (3. 27) 

gp 是 ACM) 的 中 心 , 取 ACM) 内 关于 上 述 Euclid 内 积 的 go 的 正 交 补 
空间 Ө, AM =g. У ХЄ9.У уф, Жу ZEg; 由 (3.27) 可 以 
ЖЕ, (和 ,adZ(Y))=0, 即 adZ(7)Eg ,中 是 46G) 的 一 个 理想 子 代数 . 

由 于 ad 是 ЛОМ) ACOCm,R)) 内 的 一 个 同 态 ,我 们 知道 ;在 李 代 
数 同 构 意 义 下 ,qilm,R) 的 基 是 矩阵 EO Si j Sm), Н. 


adX= Day (X) Eyra; (X) +a; (X)=0, 


这 里 a (Хән Х 兢 定 的 实数 . 
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Y X,YEg, (х,у) Jia, (Xa; (Y), (X.X) = oA. 
0, (X, X)=04 01 ц а„«‹(Х)=0(1<г,у<ст),-+К3#.ааХ =0, XE g. 
Ђ2,Хє9. 9. =0, 10,9, ЕШ Kiling W mE д 89 
аяды р 8. 

推论 ” 紧 致 连通 李 群 М 的 李 代 数 ЛСМ) = gpa De 9..2 8 go 
是 4CM) 的 中 心 ,9 于 是 4CM) 的 单纯 理想 子 代 数 ,而 且 gaS 


、 9) 的 李 代 数 的 结构 常数 不 全 为 零 . 


证 明 从 定理 8 以 及 定理 7 的 推论 可 以 知道 本 推论 的 分 解 式 . 如 果 
В о 的 结构 常数 全 是 零 , 则 „Бо. 就 是 ACM) 的 中 心 了 ,这 与 go 是 
AMP OF IE. 

E PNIA E RA , RA CNE R Р С эў E a) 
的 . 

定理 9 每 个 紧 致 连通 李 群 好 =Coa M. 记 М` =Мү M, M 
为 连通 半 单 纯 不 变 子 群 ,Co 为 邮 的 中 心 MCLSE<s) 是 1 的 连通 单纯 
不 变 子 群 . © 

证 明 由 上 一 定理 的 推论 (CM) =g Bap Pg ;这 里 gu 是 
ACM WPG: geog 是 ACM) 的 单纯 理想 子 代 数 , 而 且 д; 的 结构 常 
数 不 全 为 零 . 

Y XEA(M).XSXo tX + e HX AE Х.С. Х,Є @(1<г< 
s), H FEX X J= 00K KS МЯ 056 DA MAÉ: Y t 
ERA 


expX;exptX ехр(— Х,) =ехр(е%Х,Х,). (3. 28) 
h FLX: X; ]=0, В} аах, ‹Х,) =0, WE 

eX X, =X.. (3.29) 
于 是 ,有 

ехрХ,ехргХ,ехр(— Х,) =ехрьХ,. (3. 30) 


D Со=(хЄ М | ху ух. уУЄ М}. АСС) = 0852 227 16). М, 是 李 群 ,AtM;) 是 单纯 的 
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令 1 二 1, 则 有 


ехрХехрХ,=ехрХ ,expX;, 《3. 31) 
” 因 些 ,利用 第 三 章 $5 的 定理 10, 有 
ехрХехрХ,=ехр(Х,+Х,). (3. 32) 
容易 明日 
ехрХ=ехрХехрХ+-ехрХ,, (3.33) 


而 expXo 生 成 邓 的 中 心 的 单位 元 连通 分 支 , 因 而 在 Co 内 ,VY Х,Є ө; 
OKIS) ,expXi 生成 M 的 连通 单纯 不 变 子 群 М.У XE Л(М),ехрх 
生成 村, 于 是 ,有 | 

М=С,М, eM,- (3.34) 
由 于 gP Do 是 半 单 纯 的 理想 子 代数 , 则 М" = М-М, 为 连通 半 单 
纯 不 变 子 群 . 定理 9 得 证 ， 


$4 半 单 纯 李 代数 的 根系 


在 本 节 中 ,g 是 一 个 m онә 4 {К.Ү НЄз(Нзё0).1%0 
= ААА жан Жуа ЕН, Н ЕК Jordan 标准 
型 知识 知道 : 记 
9‹Н,А=4ХЄєд| (ан АХ 0, КАЄ), (4.1) 
这 里 ,T 表示 9 EHETEK. gH, ADE g H-A EFRA н], А. 
利用 线性 代数 知识 ,可 以 知道 
д=9‹Н.0) дон, Л) paH eA). (4. 2) 
由 于 аан‹н) =н. H]=0, 则 g( 太 ,0) 至 少 是 一 维 的 , 即 dimg(H ,0) 
之 1. 对 于 其 他 的 非特 征 值 14EC,g(H ,和 )==0. 
定义 4.1 HERA g 内 元 素 已 。 称 为 g 的 正则 元 素 , 如 果 dimg 
CHo ,0) =—min(dimg(X ,0)). 
显然 ,对 于 任意 复 李 代数 9, 正 则 元 素 始终 存在 . 


Yy XEYLH A), y YEg9( 如 ,入 ) ,那么 ,存在 kk: €Z, ,使 得 (ad 于 
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—МАЮЖ%Х=0, (а4Н —АЛ)НҮ==0. 
显然 ,利用 Jacobi 恒等式 ,可 以 得 到 
(аан –‹А+А)РІЕХ,УЈ]=[(ан-АРХ,Ү |] 
+1Х (аан —А,Г)УЈ. (4.3) 
由 数学 归纳 法 很 容易 证 明 ;对 于 任意 自然 数 n, 
(аан — +h)1)"[LX,Y] 


一 2л (аан АТХ аан Ау Y], (4.4) 
取 я=2(А-ЕЁ;), Ш тах(Ё#,п —)2>тпах(Ё,.Ё›) ‚ЕДД (4. 4) 右 端的 每 
一 项 都 是 零 . TLX YJE gH AtA. 那么 ,我 们 有 
[90Н4.40,90Н,А0]С9СН А-А. (4.5) 
定理 10 НЕМ x 维 李 代数 g(m 减 27 内 的 正则 元 素 , 则 g( 所 0) 
是 一 个 笑 零 李 代 数 . 如 果 ө 又 是 半 单 纯 的 ,那么 ,9g( 五 ,0) 是 可 交换 的 
TRÝ. 
证 明 利用 (4.5) 可 以 知道 ,g He 0O E д AK k EDFI 
数 , 记 0=j ‚+ A Ж g БАН adH。 的 全 部 不 同 的 特征 值 , 令 g 
=9(Н,,А)Ф--"Ф90,,А,), д =90Н,0) +g 由 (4.5) 可 以 知道 
Y HEgCHo,0),Y ҮЄЧ.ГН.УЈ Є. HEA ЫЄ9(Н,,0). H H'R 
示 线 性 变换 аан 在 g 上 的 限制 ,定义 АН =ден' СЮЙ НЈУ 
矩阵 的 行列 式 ), 如 果 adH Ж РУ ШИН Е (а) (17, әтә), ЩЩ Н'Х] ГУ 
ВЖЕ RFE (а) (А12. ут). [Ж m o detH Ж alk HLS ужо») 0 
变量 的 一 个 多 项 式 函 数 . TR gH O КЮН а 是 一 个 连续 范 
数 - 这 是 因为 上 述 az 依赖 于 Ы, арусу а: СЫ). а, DRET Н ER 
ЕСІ, от). 
由 于 线性 变换 аа Н.Е о БАЯНАА А, 6А. Д HA0. 
% | 
S’ ={HE9(H, 0) |dHÆ0}, (4.6) 
利用 多 项 式 函 数 dH 在 9 五 0) 内 任 一 个 非 空 开 集 上 恒 为 零 , 可 以 推 
出 这 个 多 项 式 函 数 在 整个 g( 且 0) 上 一 定 是 零 戎 数 这 一 事实 ,立即 可 
以 得 到 S' 在 gH OARE- 


” 149 = 


YHES' ,由 于 dH 天 0,; 则 adH 在 g 上 的 限制 的 所 有 特征 值 都 非 
零 ,因此 ,adH 的 由 所 有 非 零 特征 值 对 应 的 特征 子 空间 的 直 和 一 定 包 
Zo. 2909,0) С9(Н,,0). Н РН, ЕЖ, ОСН, 0) = 
ЧН, ,0), Т, ВЕ 9( 妃 ,0) 上 ,ad 五 ERR RARA 
(айн н.о НЕЕ ЖЕЛ ЖЕЗ ЇН] gCH。,0) 的 维 数 , 则 Y 五 ES ,可 以 
ЖЕ! С(ааН ук, .一 0, 这 里 ,我 们 利用 了 主 对 角 线 元 素 全 为 零 的 严格 
上 三 角形 有 &XR 符 阵 的 上 次 苦 必 为 零 征 阵 这 -一 事实 .因为 $ 在 gH., 
ORRE ЯБА, 可知 g( 五 ,0)? 内 任 一 元 素 是 ad ЖЭ. 由 Engel 定理 
可 以 知道 , 李 代 数 g O ERF. | 

如 果 g9 又 是 半 单 纯 的 李 代 数 ,Y ХЄ (Н.А) (1<1<5),У НЄ 
g (Ho:0) ,那么 ,由 (4.57 可 以 知道 :adXad 刀 上映 子 空间 g(CEv)? 到 9 
CHo AHDAS), Ж | 

(X,H)=Tr(adXadH)=0. (47) 

因而 Y XEg, CX,H)=0. 

因为 g#( 瑟 ,0) 是 短 零 的 , 则 g(H。,0) 是 可 解 的 ,由 定理 1 的 推论 可 
以 知道 ;一定 存 在 9g 的 一 个 基 , 使 得 adHCV HEH. ODERA TF 
对 应 的 窍 阵 全 是 上 三 角 和 矩阵 . 因而 ,由 计算 可 以 看 到 :VY Hi,H;,HEg 
《Ho1:0), 有 

(LH,,Hs],H)=Tr(adfH',H;JadH) 
=Tr(ladHiadHzadH)— Т: (adHyad HiadH) 


=0. (4.8) 
结合 (4.7) 和 (4.8), 可 以 得 到 ;Y ХЄ ө, 
(CH: HJ,X)=0. (4. 9) 


由 于 9 是 半 单 纯 李 代数 , 则 [ 妨 , ,五 :]==0, 这 表明 g( 吾 ,,0) 是 9 内 可 交 
换 的 子 代数 . 

如 果 g: 是 包含 90У, OW g 内 可 交换 的 子 代数 , 则 VY ХЄ 9 .аан, 
《及 ) 二 0, 利 用 g《 召 ,,0) 的 定义 ,可 以 知道 了 E89CLHo,0), 所 以 必 有 ge 二 
gCHos0). 我们 称 9gCH。，,0) 为 g 内 极 大 可 交换 子 代数 , 义 称 它 为 半 单 纯 
李 代 数 g 的 Сактап 子 代 数 ,或 极 大 环 面子 代数 . 

У HEgH,,0) ad H № gH, ADA) A F g А). н Райн | 
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HEgLHo,0)} 是 9 (g) 内 可 交换 的 子 代数 , 故 一 定 存在 gH AD OSI 
委 ?) 内 一 组 基 , 使 得 ad 如 在 gCH。, 入 ) 上 的 限制 对 应 于 某 一 个 上 三 角 甜 
AD ` * | 
阵 о . ,这 里 BH), BH), ACHA 
RCH) o | 
T H ВА. А adH HERE СЖ), 8, (Н), paH), 
,BCHo) 都 等 于 入 .这 里 我 们 设 тусы, А) =. 

ШЖ Bi (HeH), A D PRAAN RERNE LCH), ba 
(НУ, Ba (HV RBLS hK LESKE: 8, Sa SORA E 9 
CHo ADP HJEL A = (Bao Bitto Bn EE H AD PARRE 
为 书写 简便 , 令 了 一 g( 五 。0). 


定义 
Узы={ХЄд|(а4Н#—В„(Н)1у"Х=о,у НЄТ, 
对 某 个 zEZ+)}， (4.10) 
& H= H., P] A AË Vp CHA) 首先 我 们 要 注意 ， 
Vo={XEg|(adH)"X=0,Y НЄТ, Ж лЄ2, }. (4.11) 


显然 ,VoCgCHo,0), 但 是 gH。,0) 是 可 交换 的 李 代数 ,那么 СН, ,0) 
СҰ,, РЕ У,=90Н,,0). _ 

下 面 考虑 2221. 第 一 步 , 我 们 要 证 明 аву р, 221. WMR k=1, АТ 
有 的 B (如 ?8( 五 ) 是 同一 个 线性 函数 , 则 СН, 一 Ye 因此 ,只 
须 考虑 SRR. | | 

因为 U (неті в.0н)=0)0 Y (HET |8, D= pu DER 
限 个 维 数 小 于 等 于 dimT 一 1 的 线性 子 空 间 的 并 集 ; 因 此 ,这 并 集 在 工 
内 的 余 集 非 空 ,我们 能 选择 其 个 非 零 的 五 ,ET ,使 得 8.( 五 ) 关 0, 和 及 ， 
CHi), Pa HDR k О АТН. 

对 于 gH AD 1 УЕЛ ad H, 8, CH O ЕА, А, В F 
征 子 空间 W, = ХС 9(Н,,А) | dH, — A (H MYX =0, HEA nE 
Z+ ). 然 而 9g( 瑟 ,0) 是 可 交换 的 , 则 W, 在 adHCY 五 ET) 的 作用 下 不 
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变 , 由 李 定 理 , 必 存 在 特征 向 量 eEW;,;Y HEgCao,0), 有 adEe 一 c 
CH )е СНУ СН, A) РАЕН ВА 0, 0236 8. СН), т, В, 
( 瑟 ) 中 的 某 一 个 ,由 于 eH) = pa), АВЕ асн) = pa CH), iX 
表明 еЄ Ур Уа, 称 为 权 子 空间 . 

_ 有 了 上 面 的 叙述 ,对 9g( 理 ,, 为 ) 的 维 数 进行 归纳 ,容易 证 明 :9(CH。: 
А) = У ӘУ, Ф ФУ, ЕНЕ. 5 дд, 04, 00--- UA, 
Asl A, 之 中 无 两 个 相同 的 权 , 则 


9= У, DVi (4.12) 
PEA 
这 里 每 个 权 子 空间 的 和 都 是 直 和 . 
另外 ,完全 类 似 于 (4.5) 的 证 明 , 有 
[Уе УСУ +в,» (4.13) 
这 里 #,,8,Є ЛА, ц 3, АПЫ, (4. 13) 也 成 立 . 当 8,8, 不 是 权时 ， 
Vaa =0. 
Y Ho HET, 


(H, Ha) =Tr(adH ad H) = DpH DBH DdimV y (4-14) 
gEA 


我 们 知道 Y HE gCH。,0), 可 以 选择 g 的 一 组 基 , 使 得 adH 对 应 的 
юред Ер 而 每 个 上 三 角 和 矩阵 引 [以 分解 为 一 个 对 角 和 矩阵 和 
一 个 严格 上 三 角 和 矩阵 之 和 ,因此 ,对 应 地 ,ad 互 也 有 分 解 (分 解 为 两 个 
线性 变换 : 

adH=S+N, (4.15) 
这 里 S ух УЯН ЛЕТА ВЕ, М РА Е Я. 
ЁРУ ТУЕ ЕЕ, ЯА, У ХЄУ,,, SX=B,(H)X, УУЄ 
Уз А РСХ,УЈЄ У +, 
5ГХ,У]=<8,+800НГХ,Ү1 
=B; DLX, ]+ Нур Х,үҮ] 
=[SX,YJ+[LX,SY]. (4.16) 
(MRX, У = 0, WA. 16){Л 8 Зл. ) 利 用 换 位 运算 的 双 线 性 性 质 和 
(4. 12) ,可 以 知道 ;¥Y Х,ҮЄӨ, A 
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S[X,Y]=[SX,Y]J+[X,SY]. (4. 17) 
对 李 代 数 g 上 的 线性 变换 А, ПЕЕ: 
ALX, ¥Y}=[AX,Y]+[X, AY], (4. 18) 
则 称 4 为 9 的 一 个 导 子 ,g 上 导 子 的 全 体 是 9 9) 内 的 一 个 线性 子 空 
间 , 记 为 20). 
У A4,BENg), 有 
[A,BI[X.Y]=(4B— BA)[X,Y] 
=A([BX,Y|]+[LX,BY])— BCLAX,YI+LX,AY]) 
=[ABX,Y]+[BX,AY]+[AX.BY]+[X.ABY] 
—[BAX,Y]—[AX,BY]—[BX,AY]—[X,BAY] 
=[[ГА.В]1Х.Ү]+[Х.[А.,В]Ү]. (4.19) 
H IDa AAEL BJEK ,209) % 909) 1А, 
由 Jacobi 恒等式 可 以 看 到 :adgCa(g) ,这 里 айд= {аах |Хєа). 
Yy 4629), УХ.ҮЄӨ. 
[А,аах ]У =(AadX—adX A)Y 
=A[X,Y]—adX (AY) 
=[4X,Y]+[X,AY]-[X,AYİ. 


=[AX,Y] 
=ad(AX)Y, (4. 20) 
于 是 ， 我 们 有 ГА,ааХ\=ааАХ). (4. 21) 


这 表明 ааа 是 25g)? 内 的 一 个 理想 子 代数 ， 

由 于 9 是 半 单 纯 的 ,ad 是 9 到 adg 上 的 一 个 李 代 数 同 构 , 所 以 adg 
也 是 一 个 半 单 纯 李 代数 . 我们 断言 : С 

269) =ай9. (4.22) 

М.Р (АЄ ӘС) [СА ,ааХ) = 0, ХЄ д) Ж a(g) 的 一 个 理想 子 代 
数 , 这 里 Cartan ARE 3a(g) 上 计算 .这 是 由 于 Y KE9(g),¥Y XEg， 
[K,adX]Eadg,yY АЄР, (А, К,аах) ҳо = (А,ГК,аах]) о =0, 导 
Ў A, K]JEP. , 

Шә” (а) әса а [Н]. н ЕВ F: 99) ға" (д), 
F(X) (У) = (Х,У). AE YEI). Y ZEg, Y XE), F(X) 
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(adZ)=(X ‚ай жа, ;FCX) 是 adg 上 的 线性 函数 ,而 adg 是 半 单 纯 的 ЫШ 
则 一 定 存在 T Eg 9 


F(X)(ad2)= (adT ,adZ )adg-: (4. 23) 
但 是 adg 是 3(9) 的 理想 子 代数 , 必 有 
(айт, ,ad2)adg= (adT' ,adZ Эх. (4. 24) 


因而 ,和 一 adT, 所 已 ,这 表示 dim adg+dimP>dim3a(9). 同样 ,利用 адо 
的 半 单 纯 性 ,有 PNadg=0Y XEPNadg Y YE g;(X,adY)xg 一 0, 则 
(X adY Jadg= 0, 从 而 推出 Х=0). 因而 ,VY YEg,¥ РЄР.Гр.аау]є 
Р Пайд, ШГ2,аау]=0, #2, ,а4ру) =0. 由 于 8 是 半 单 纯 的 , 故 ad 
是 1 一 1 的 ,DY 一 0, 因而 D=0,P=0, (4. 2D RL. 

现在 ,对 于 (4. 15) 分 解 式 中 的 S, 从 (4. IDRICA. 22) 可 以 知道 , 存 
在 ZE9g', 使 得 S 一 adZ, 下 面 证 明 ZET. 

Y ХЄУ,(ВЕ А).у HIET,adH (SLX))=adH (AB(H)X)= 
pCH)adH1(X), 由 于 adHi(X)==[Hi,X]EVps 故 adH1(S(X))==5 
(аан, Хэ). 那么 ,由 人 4. 12) 可 以 知道 adH1S 二 SadHi,ad[Hi,Z]=0， 
CH, .Z]=0, H4 F T=g(H,, 0) Æ Cartan 子 代数 , 则 2ЄТ. 

最 后 ,我 们 来 证 明 ad 五 一 3 , 换 句 话 讲 ,证 明 N =0. 

ү XEVaradZ(X)==B(Z)X, 那 么 ,对 于 A 内 的 每 个 权 pe 
80(7),8ОН—7)=0.У HET, 由 (4.14) 可 以 知道 (8 一 2,H1) 二 0. 又 
由 (4.12) 和 (4. 13) 不 难 知道 ; 当 Bj 十 了 关 0 时 (B;,B1E A 或 为 零 ),Y Х 
EVa Y YEVa,(X,Y)=0. 那么 ,容易 明 自 Y XEg, CH 一 2Z2,X)=0,9 
是 半 单 纯 的 , 则 Z 二 矿 ; 这 导致 N= 二 0,ad 电 ==5, 称 S 为 半 单 纯 的 . 

设 g 是 一 个 m 维 (m 之 3) 复 半 单 纯 李 代数 ,同上 面 一 样 , 记 全 = 
gCH,,0) 是 9 的 一 个 Cartan 子 代 数 . 

% #={хЄд!а4Н‹Х)=В8%Н)Х, Y HET}, (4. 25) 
XE AAE H БЗ. 由 于 T 是 一 个 Cartan 子 代数 , 故 g 
=T. 当 ВНУТ 上 的 零 函 数 时 ,如 果 dimg ®1,) BE4A,8 是 权 ， 
也 称 8 为 根 ， 

实际 上 ,由 于 存在 9g 的 一 组 基 , 使 得 Y НЄТ,аан 能 同时 对 应 对 
角 和 矩阵 , 故 儿 二 Vp(Y REA) 这 里 , 称 .9 为 权 子 空间 ,也 称 为 根 于 空 
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间 , 称 4 为 9 关于 了 的 根系 或 权 系 ,简称 为 根系 . 零 函数 不 属于 4. Ж 
函数 是 一 个 特殊 的 根 , 
下 面 我 们 介绍 有 关 根 子 空 间 的 一 系列 有 趣 的 性 质 ， 
从 У, 的 性 质 ,我 们 首先 有 : 
性 质 1 [g',g Cg 
性 质 2 = X gr( 直 和 分 解 ). | (4. 26) 
| BEA 


上 式 也 称 为 复 半 单 纯 李 代数 g 的 Cartan 分 解 ， 

性 质 3 如 果 s,8 是 T 上 任意 两 个 满足 gc 十 8 天 0 条 件 的 根 , 且 人 允 
Fap 2—3 0,ШУ ХЄӨ',Ү YE (X,Y)=0. 

性 质 4 Санап 内 积 限制 在 人 工 XxT 上 是 非 退 化 的 ,并且 对 于 了 上 
任 一 线性 函数 多 存 在 了 内 的 唯一 元 素 H WE ФН) = (Н, Н), 
Y HET. RIRH. APET А. 

证 明 性质 1、 性质 2 和 性 质 3 的 证 明 较 简单 , 留 给 读者 , 对 于 性 
Ж 4,Cartan 内 积 限 制 在 TXT 上 是 非 退 化 的 这 一 断言 ,前 面 已 简略 地 
证 明 过 了 ,严格 的 证 明 也 留 给 读者 作 练 习 ， 

Y HET, H (HXH )=(H,H,) Y HETEN SÆT H 
ТХЕ 218) T* 上 的 一 个 线性 同 构 ,所 以 ,Y¥Y ?ET ,一 定 有 唯一 的 

HET, MESH =, Н) =(Н,,Н). 

性 质 5 如 果 aE4, 则 一 az 和 4.Y Х.Є9,У Х_.Є9- [XX a] 
=(X X-H. AE Н. Æa ET RHEA. 

证 明 “аєл.,Ш Ж °=0, Ау Х.Є RE Х,50,у XE 


Ж х=н+ 2) х,.Х,Є g PEA RAER 3 TARE: X.X) = 
0, 这 与 g 是 半 单纯 李 代 数 相 世 盾 .因而 g-“ 关 0, 即 一 aeE 4A.Y НЄТ, h 


T [X-es Н]= ad H(X- =о(Н)х (4. 27) 
HA ' z | | 
@Х..Х_„], Ну=‹Х„.[Х-„.Н]) 
=(Х„,е(Н)Х.„) 
=(Н.,Н)(Х„.Х-.). 《4. 28) 


所 以 ,了 内 元 素 [X。 ‚Х_„]—(Х..ХН,„ 5 T ФЕ Самап 内 积 意义 下 正 
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交 , 于 是 | 
[Х„.Х-..]=(Х,. X -Ha (4. 29) 
性 质 6 ТЕРНЕТ ABRAR Т. 
证 明 ”用 反 证 法 . 若 工 上 全 部 根 在 了 内 的 撕 入 生成 了 的 真子 空 
闻 了, 则 了 内 有 非 零 元 素 五 ,对 于 了 于 任 一 根 {ЕТ МИША Н, 


(Н.н.›=0,ү HET,(H,H)= 21а(НзабН)йитУ.= DH., 
a€ ag 


HXH., H DdimV.=0. 显然 这 与 Cartan 内 积 在 TXT ЕЗЕН 
盾 . 

性 质 7 Y a€ A,a(H,.)=(H,,H.)¥0. (4. 30) 

证 明 在 g 内 取 非 零 元 素 e。, 从 (5) 的 证 明 必 有 9g“ 内 非 零 元素 
e .使 得 (ee =l. | 

取 LEAG g= 2300", М 是 使 得 8 十 na 是 一 个 根 (包括 
零 ? 的 所 有 整数 的 集合 . g 在 线性 变换 ade. „,аае.,аан. 下 是 不 变 的 ， 
№Ге,,е-.) = lerse- .)Н.= Н, 可 以 知道 : 

ааёН„ ==ад[е,,е_.):= [ades sade-4] 
=adeade— a — аде. „айе, , 

因此 ,线性 变换 ad 五 .限制 在 о, 上 的 对 应 矩阵 的 追 迹 Тт„ааН„=0. 另 
一 方面 ， 


TraadHe= 23 (8--па)СН бірт, +: (31) 
于 是 有 | : 
ВСН.) 22те —al H.) під? (4.32) 
对 每 个 根 EA. 


用 反 证 法 . ЖН ає 4A, 使 得 СН.) 一 0, 则 因为 dimg*>0, 可 得 V A 
EA, RCH.) 二 0, 这 导致 (HH。 'Н»)=0, ВЕЛИ з 0Y H 
ET. 这 与 性 质 4 相 蔬 盾 . 

性 质 8 V aA ,dimg =l. 

证 明 ”用 反 证 法 .如 果 有 zwE4, 使 得 dimg'>>1, 对 于 9 内 某 一 个 
固定 的 非 零 向 量 。_。, 一 定 有 内 的 一 个 向 量 e。, 使 得 (es,e_,) =1. 8 
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外 ,在 g 内 存在 一 个 非 零 向 量 ei ,使 得 Ce ‚е „)=0. е0, е 一 
(аде, "ег (п=0,1,2,---),е; Egt H 


Гезе J= — Enant ане. (4. 33) 
对 用 归纳 法 . 当 ”一 0 时 ,利用 (4. 29), 有 
[езер ]==[е—„,е! |= (езе )Н„= 0. 
用 数学 归纳 法 的 假设 , 当 ?#2 一 上 时 ,(4.33) 成 立 . 当 nn 一 十 1 时 ， 
[е-«,ег+1]=[е—› (аде,)* е5 ]=[е_,,айе,е; ] 
= [eas [eset ]]=— [е,, [Lei ,е.11-— [eš ， [е_„,е. 1] 


= -ARH DACH.) leaser- Jt Cers H] 


= -RHDH де; —(#+1)е(Н)е; 


= ВН DEH де. 


所 以 (4. 33) #37. 
因为 ed =e 天 0, 所 以 从 上 式 知 道 : 对 于 任意 的 自然 数 -m，er* 50. 
这 表明 对 于 任意 自然 数 n,g”"*'* 冯 0, 但 g 是 有 限 维 的 ,这 显然 是 不 可 
能 的 . 
(H H= D(H., HDH., H). | (4.34) 


А 
定义 4.2 8 是 一 个 根 ,x€ 4, 如 果 序 列 8— ра, 8— ipia, 8 

一 有 ,8 十 cy 8 二 ea 是 根 ,这 里 pag 是 非 负 整数 ,但 8 一 Cp 十 1)a 和 

B 十 (gq 十 1)a 都 不 是 根 , 则 称 这 根 序列 为 8 关于 a 的 根 链 , 简 称 为 根 链 . 
性 质 9 对 于 8 关于 a 的 根 链 8 一 pa,B 一 (p 一 1)a,…,B 一 a,8,p8 


(H Н.) 
有 


9 


证 明 W ecg M е-„Єд 818 Cenel < 9" = рн, 
它 在 线性 变换 ade_。,ade,,adH. 下 是 不 变 的 . 
一 方面 ,线性 变换 ad 五 .限制 在 9" 上 对 应 矩阵 的 追 迹 为 
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z | 
Try ван.) = 2 (B+na) СН) = (q+ p+ DUACH.) 
п Р 
+969 paH.) ]= (p+at DECHs, HD+ @—55(Н.,Н.)], 

另 一 方面 ,由 于 五 .一 [e-e-, 则 | 
Try (ааН,) = Try (ad [ess e-a D = Trg (Гаде, аде. „ 1) = Тг," Cadeas 
ade.) — Тт, * (айе _„адг.) = 0. 

所 以 ， 


—2 CH T В (4.35) 
性 质 10 a€4,ka 是 根 , 当 且 仅 当 = 一 1,0,1. | 
证 明 当 aE€A4 时 ,显然 一 a€EA. 由 于 0 也 是 根 , 所 以 根 链 na( 一 p 


<<n<g),p 之 1,9 之 1. 令 g' = 2707697 在 线性 变换 ade „СЕ айе. 
(e-。) 二 0),ade。,adH。 下 是 不 变 的 ,类 似 性 质 9 的 计算 ,有 


0=TrpadH.= 2 neH). (4.36) 
因此 , 必 有 g=1, 利 用 性 质 5 可 以 知道 р=1. 
性 质 11 如 果 根 a, 满足 a 十 B 隆 0, 那么 有 [9g g] Sg. 
ЖЕЗ ”如 果 [ ,1 关 0; 则 由 [g ;gj]Cg* 可 以 知道 ,9"+* 关 0, 由 于 


gE g 的 一 维 线 性 子 空间 ,和 [9g ,gj 是 g*' 的 非 零 线性 子 空间 , 故 
[g g =g. 


下 面 考虑 [gf 1=0®ИНЯ. 07750, pg 2) g, 
这 里 8 一 pa 是 根 ,8 一 (p 十 1)a 不 是 根 , 刀 是 非 负 整数 . 9" 在 线性 变换 
ad e-+ sad H. ade (利用 [ 牛 ,g] 一 0) 下 不 变 , 于 是 类 似 前 面 的 叙述 ， 
те | 

о=Тгеа4Н.= 之 (Власну = (p+ BH.) 


—-уРОР+)а(Н.. 5 (4.37) 


_28(Н„)_20Н,,Н.) 
Рено HaHa Каи 


从 (4. 35) 可 以 知道 9 一 0, 但 是 这 与 8 十 a ERATE. 因此 , 仍 有 性 质 
11. | 


性 质 12 Y XE gY X- Eg XEF RE Ё .а520, 1] 
CX- CX XJ] =} H ga HX. Х.Х. (4. 39) 
这 里 ,p,q 的 意义 同性 质 9. | 
证 明 当 有 8 一 pa 天 0 时 ,选择 的 ”内 的 一 个 非 零 向 量 e-， 对 于 大 
于 等 于 一 HEA n E e= Cadea) t e ps TIR oen EGP е, = Leas 
е„]. 4 п2>9 时 ,es 一 0. MR png e A0, ШН eE gege 
HW Ге,,е_.1=Н,. REER: у nap 时 ， 
[e-n [ene 115 69 —н) HAHAH en. (4.40) 
如 果 上 式 成 立 , 利 用 acg Agg 都 是 一 维 的 可 以 知道 (4. 39) 成 立 . 
为 了 证 明 (4.40), 对 x 用 归纳 法 . 
当 n=— р 时 ， 由 于 of 0 一 0， ШШ] её—„,е-,„]=0,Д Й 由 Ja- 
cobi 恒等式 ,得 到 | 
[е-.,[е„,е-,]]=——[е-„,Ге—„,е„1] 
={е_„,Н„)=—{Н„›,е-„]= —(8—ра)(СН Эе. 
由 于 ВСН) = —--(д— paH.) N 


[ees [ere J] HDH е. (4.41) 
HERE. 40) 成 立 , 则 对 于 有 十 1, 有 
[е„,[е, ventil] === Ге. » [ea 2e_o]] 一 [Le Ы [e-a seal] 
= Less [e » [earen] J ]+ [errs „Haj 
= -а+ jima er ДЕВА Сас УСН Эа 


= 9-бап 1) 02р) аСН ен. 4.42) 


这 里 再 一 次 应 用 了 ВСН.) — 5 Upa). HTA 40) 成 立 . 
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Ч 8—pa=0 ht, HF p20 R 3520, APER 10 可 以 知道 : 
有 8 只 有 一 种 可 能 , 即 等 于 a. 当 86 二 a 时 ,在 h 关 于 a 的 根 链 中 p=2， 
但 现在 p 二 1, 就 得 到 一 个 六 盾 ,这 表明 8 一 pa=0 是 不 可 能 出 现 的 . 


X 5 半 单 纯 李 代数 的 素 根系 


9 是 复 mm AERA, T д 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 
4 是 9 关于 了 的 根系 , 刀 .CeE4) 是 很 "在 了 内 的 嵌入 . 令 Te 一 


XRH. BP Ts 是 以 全 部 非 零 根 在 了 内 的 找 入 张 成 的 实 线性 空间 . 
«Є д 


首先 ,我 们 有 以 下 性 质 : 
性 质 限制 在 Tx 上 的 Killing 型 是 严格 正定 的 . 
证 明 从 上 节 公 式 (4. 34) 知 道 
‹н„нә= 25 «Н.Н. (5.1) 
ЊЕН, Н, j=} q- HH Ha) XE p,q 依赖 于 根 a,8, 因 而 可 
以 用 рер, КАЎ ра, ВА, ACG 1) 可 以 得 到 


4 
(Ha, H) =. 
>, (9.6 pe ey)’ 
#є д 
AFH Н.) 5009, (4. 30))， 上 式 的 分 母 不 为 零 . 利用 (5. 2) ,可知 
一 2(9。 в Рав) 
(Но, Н.) = (5.3) 
У\ >р. +)? 


read 


№ (5. DAH, HORAM, 
Y xzETRyZ 一 Darp х аЄВ,хЄТ, 
ВЕ 


Т А Уну у Га ee 1 Ds 
aA PEA Da ау Par)’ 


Hirsz) =0 Е, у Є А, (х, H) =0, 这 必 导 致 + 二 0, 因 而 Cartan 内 积 
160, 


(5. 2) 


限制 在 Ta 上 严格 正定 ， 

在 实 线 性 空间 Te 内 国定 一 组 基 e,…e* 如 果 асетик 
ep AE аяза, 220. RIX ЖТ» 内 一 个 正 向 量 ,用 X 
>0 表示 . mE X—Y>0, К X>Y R Ү<Х. 

显然 ,对 了 Ta 内 任意 两 个 向 量 X MY X>Y, X<Y, H X=Y 三 者 

之 中 必 有 一 种 而 且 仅 有 一 种 情况 出 现 ， 

设 Х>Ү, АҮ А>0,Җ АХ:>АҮ;ү А<0,Җ АХ<АҮ. ШЕ Хо 
Y.Y>Z, WE X>Z. mE X>Y,Z>W, WE X+H+Z>Y4W. 

除了 上 述 一 些 显而易见 的 性 质 之 外 , 正 向 量 还 有 下 述 注 质 ; 

性 质 2 MET: з ЕШ Х,,---,Х, 都 是 正 向 量 ,而 且 当 i 关上 
В}, (X XOLAK), ДШ] Х,, X, 是 线性 无 关 的 . 

证 明 HKEE. 若 正 向 量 XX, 是 线性 相关 的 ,不 失 一 般 


Ж. X= 全 4X, 把 其 中 具 正 系数 》 的 项 归 入 和 过， 内 ,把 其 中 具 
负 系 数 太 的 项 归 入 和 之 ,内 ,那么 ,有 并 = > 部 十 > ,XX ФҮ= 
DAX Z= DAX Ж Х>0,7<0, #0 Үя0, HFA, XLO 


(i, 故 (Y,Z) 之 0, 因 此 (XY) 二 (Y,Y) 二 (YY ,2Z2)>>0. (5.4) 
但 是 , 另 一 方面 
(X, 7) 一 DAX XDK, (5.5) 


这 是 一 个 矛盾 - 因此 ,X,,…,X, 一 定 线 性 无 关 . 

Ү аЄА,ШЖе1ЕТ' ЕЈ А 吾 , 是 一 个 正 向 量 , 则 称 a 为 一 个 正 
Ж. 简 记 为 a>0. 若 一 a 是 正 根 , 则 称 a 为 负 根 . 

定义 4.3 一 个 正 根 a 称 为 一 个 素 根 (或 单 根 )， 如 果 它 不 可 能 写 
成 两 个 正 根 之 和 . 

关于 素 根 ,有 以 下 一 些 性 质 ， 

性 质 3 ah ERR, AR, W 8 一 a KEME, H. ‚Н »)%0. 

证 明 ”用 反 证 法 . 若 8 一 a 是 一 个 根 , 记 pf 一 a=7,7YE A, ШЖ У 
0; 则 86=a 十 7, 这 与 8 是 素 根 矛盾 .. 如 果 7<0, 则 a 二 8 一 7, 这 与 a 是 素 
RFE. 
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由 于 8 一 a 不 是 一 个 根 , 故 在 8 关于 & 的 根 链 中 ,p 一 0,9 之 0, 因 而 
-20Ы..Нь) =9(Н.,Н.)220, (5. 6) 

MCH. HDK 
性 质 4 2,…,a 是 所 有 不 同 素 根 的 集合 , 则 Ha p ‚Н„ Ж Тл 的 


一 组 基 .Y PEA p= лла AE п, 或 者 全 部 非 负 ,或 者 全 部 非 正 . 
证 明 ”由 于 性 质 З.Н, .Н. 000963). 又 利用 性 质 2, 可 以 知道 ， 
Н..." ,Hs 是 线性 无 关 的 ， 
ү BE A, 当 8>>0 时 ,如 果 B 不 是 球根 , 则 有 分 角 8 二 ?二 5, 这 里 7 


>0 和 8>0,7,8 中 有 不 是 素 根 者 ,还 可 以 分 解 - 最 后 ,有 A= 也 ma 这 
里 入 全 是 非 负 整数 , 9 当 8<0 时 ,一 8>0, 风 ,一 8 一 2 лг ай Rn 
全 是 非 久 整数 ,= Un )a 而 一 % 全 是 非 正 整数 . 因此 ,Y PE A， 


В= Упа, ZE n 或 者 全 部 非 负 ,或 者 全 部 非 正 . H= UnH, IE 
АЕ 

由 性 质 4, 我 们 可 以 给 出 全 部 正 根 的 构造 过 程 

9 内 所 有 不 同 的 素 根 a,,…,a, 组 成 的 集合 称 为 g 的 素 根系 , 记 为 
H= (ата). В ато, 为 长 度 为 1 的 正 根 . 任 到 两 个 素 根 а, 
а, ЖЖ “十 ay 不 是 根 , 则 会 去 ,如 果 а а, 是 根 , 则 必 为 正 根 , 称 其 为 长 
度 是 2 的 正 根 . 对 长 度 是 2 的 正 根 ,再 添加 素 根 ,…… 依 次 作 下 去 , 便 得 
到 一 切 正 根 . 显然 ,长 度 不 同 的 正 根 中 不 会 有 相同 根 . 
在 全 部 正 根 的 前 面 加 一 负 号 可 得 到 全 部 负 根 ,因而 根系 4 就 得 到 
T: 


那么 ,怎样 判断 两 个 素 根 之 和 w 十 w 是 不 是 根 呢 ? 这 可 利用 4 一 
РЕСЕ. Н.) 
2 с, ‚Ну: DRIL аа, ЛЪВ Ж а=0, 4 十 4 不 是 根 ， 
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对 于 长 度 是 2 的 正 根 w, 和 某 一 固定 的 素 根 w ,因为 адас 
k 一 1) 是否 为 根 的 问题 已 经 清楚 了 ,如 果 它 是 根 , 则 必 为 正 根 , 且 必 在 
[ауз за, Ф. КО, Аркен о ЭС а, КИ б НЧЕ р. 再 利 

‹Н..Н„) 

用 а=р—2 Н-ну ,如果 9221, Д] 2+ а; 是 根 , 如 果 2 一 0, 则 ata; 
不 是 根 . 

其 他 长 度 的 情况 可 作 同 样 讨论 . 

Ж, НЖЖ Л A Cartan 内 积 可 以 定 出 根系 А. | 

如 果 9 和 g 是 两 个 复 半 单纯 李 人 代数, 了 T', 丁 * 各 Н Ж 9,9" 的 Cartan 
TRR, Aa 分 别 是 9,9" 的 根系 „H= CERET A: г" 一 {аг зс } 分 


别 是 g,9 的 宕 根系 ,从 性 质 4 可 知道 Te 一 URH Ti = КН, 
这 里 H ERR а Т РВА, He 是 素 根 а, "在 TT ИЕК А. 
现在 ， 我 们 来 建立 下 述 重要 的 定理 . 
定理 11 如 果 存 在 线性 空间 Ts 到 线性 空间 TX 上 的 线性 向 构 喘 
射 使 得 8 映 全 部 根 的 嵌入 到 全 部 和 根 的 嵌入 ,那么 , 复 半 单 纯 李 代数 g 
Жо). 
证 明 ”我 们 首先 证 明 Y H, HET E 
Н.Н), (CH) AHD. (5.7) 
这 里 (,) 分 别 表示 9 和 р" EÉ Killing 型 | 
由 于 映射 pg 的 线性 性 质 和 Cartan 内 积 的 双 线 性 性 质 , 我 们 只 要 证 
ШЧ ay8E 4, 有 
(Has Hoh = КН) НЬ) = (Н.к Hx)y. (5-8) 
RH a, p EA'. 
ВЕЕ ТЕ В Н КЕК А А ОА В А, MAE A рч. # © 
FAR a 的 根 链 中 的 非 负 整数 p,q 和 对 应 于 A 内 的 根 B* ETH а" 的 


根 链 中 的 非 负 整数 p* ,9 是 对 应 相等 的 , 即 рер" ,gq 二 a 于 是 有 
(Har Hd) (Ha* Ha, е 
(Н.Н, Н.Н)" | 
因此 ,对 于 固定 的 根 a, 和 YW LEA A 
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(Hp Hedye Hp Н), 5.10) 
这 里 с, 是 依赖 于 根 e 的 非 零 常数 . 
За, В 的 位 置 , 类 似 地 ,对 于 固定 的 根 8, 和 Y axE4, 有 
Ct НУНЕЗ: (5.11) 
显然 ,(5. 10) 中 的 常数 с„ 与 根 а 136, ВН Ж сл. 
(Н,НӘ,=с(Не Н.е). 
而 
(Н.Н, = HHH 


=‹? уЗ Hy" Hay (HY Нг 


EA” 
=t (Hp Ha g> (5.12) 
则 c==c, 和 c= 二 1. (5. 8) 的 确 成 立 ， | 
Y aCA Ж ecg Же .Є9*, 18 eena) ЖР "Сд" 
内 的 任意 非 零 向 量 e。 ,也 可 以 选择 e*-Eg *” ,满足 (e,* ,es у 1. 
于 是 ,9 和 9g’ 的 结构 公式 分 别 为 ” 
Y Hi, HET,LH,H,]=0. 
Y HET,LH,e ]=а(Н)е = (Ha Heas 
lease- =H. «Є Л). 
ШЖ a, pE A, Н «+ 850, M erse] = N agape X E s N ag = —– №, 
当 a 十 BE4 时 ,Ne 天 0. (5. 13) 
( 注 :在 上 一 节 性 质 11 中 ,保证 当 十 BEA 时 ,Ne 天 05 当 a 十 8 不 是 根 
时 ,我 们 规定 М. 0. ) 
YHH ET? „LH? ‚Н: }=0, 
Y 五 "ET |H" se j>a" (H')e * = (Ha H Jg'ea', 
Те," rene" =н." (Vaea), 
WR a*B" EA" a +8" 520,01 
[es reg }= Ne" p eatae" (5.14) 
№ а" 48° ЄЄД" Nege A0 H а” tHe RER, E Nep 一 0. 
Nege = Npa. u 
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下 面 用 归纳 法 证 明 能 够 选择 gf 内 非 零 向 量 e。+ СУ а EA' ), 使 得 
No 一 Neo 027 | 

Вож АЮ АЕ ПЕЙ, A,= (аЄ А|—р<а< р}. 

ШЖ AARS а 和 о, 这 两 个 非 零 根 , 则 对 于 Д, 内 任意 两 根 а 
和 8.24 а+ 850 R BE Nep =0= М.а. 

用 归纳 法 假设 ;对 于 所 有 的 a€ hy( 这 里 4 是 4 内 一 个 固定 的 正 
根 ), 能 够 在 g (aE A,) 内 选择 非 零 向 量 e ,使 得 当 ec,B,o 十 PE д, 时 ， 
有 Nep = М. 

对 于 p, 如 果 р 不 能 分 解 成 o= 王 7 十 38, 这 里 >,GEa4, 则 选 向 量 c,' Є 
F Mep Eg” ,使 得 (eyes =1. 如 果 o=7Y+6, 这 里 7,SEA， 
显然 0<7,3<p. HF Ler ,er 1= Миср е, ,用 -全 ee 作为 新 的 
е," * 则 有 fe ,es' ] 二 Nysep* ,再 唯一 确定 e -多 g ,使 得 (ep: ес) 
=]. 

Ж PE4 是 大 于 p 的 最 小 正 根 ,我 们 要 证 明 ;: 对 Д; (аЄ А| — р<а 
<р) = {аЄ А|— рас е} и ЕВИ a,8, 如 果 a 十 BE 与; 则 有 Nop 


— af» 


下 面 分 四 种 情况 来 证 明 . 
(1) —0<а,8,а+8<р, НАЖ Nep = М. 
(2) — р<а,8<р,а+ = р, ХЕ о 的 分 解 恰 为 上 述 p 一 7 十 
6, 则 由 上 面 的 叙述 可 知 Na == Мз. 
ШЖ p= 二 a 十 8 并 不 是 上 面 的 分 解 , 则 a 十 B 十 (一 7) 十 (一 6) 二 0, 上 
述 四 根 a,8, 一 7, 一 $ 中 的 任何 两 个 根 的 积 都 不 会 是 零 . 
现在 证 明 有 关 Ns 的 三 个 恒等式 . 
O WR ap YEA ME a 十 8 十 7 二 0, 则 
М =N pr = Му. (5.15) 
G WMR ap, Y EA, Н а+8+У-+8=0,17 а, 2,7,5 之 中 的 任意 
Г ВЛ у 0, А1 
NeNrs+ МЫМ» МыМе,=0. ; ‹5. 16) 
Gii) WE e, pE A a+ 2520, N 
“165° 


NaN a= qHH Ha). (5.17) 
这 里 ,p,qg 是 8 关于 a 的 根 链 中 的 两 个 非 负 整数 ,使 得 8 一 (p 十 1)a 和 
8B 十 《gq 十 1)e 都 不 是 根 ， 
因为 当 ec 十 8+Y=0 时 ,a 十 6 二 一 7,a 十 PB 一 定 是 根 . 由 于 ([e,egj， 
е) + (ев. Lesser )=0, A eserle =N alere Ny AFEA 
(ер, leaser) =N a lepse- = №, RRA Ne tNoe=0, FE М = 
Му. 同 理 有 Nip 二 Np 
对 于 (1) ,由 Jacobi 全 等 式 , 有 
[Less Гев еу] |+ Les, Гезе. 11-е, е„,ев1]=0. (5. 18) 
如 果 8 十 YE 4, 则 a,8 十 7,6 都 属于 4, 于 是 ,有 
[е„›[ев,›еу]]= М» [е„,ев„у1= №№. газе 
=N gN nes — N aN pre -a (5.19) 
这 里 利用 (iD A М.о = No. WE BHY 不 是 根 , 那 么 (5. 19) 显 然 成 立 ， 
同 理 有 
Гек, Ге›,›е„]]=—МыМуе-› (5.20) 
[er [enres ]]=— NaN ages. (5.21) 
305.19), (5. 20) 和 (5. 21) 代 入 (5. 18), 即 有 Gi). 
现在 证 明 (iii). 如 果 ae 十 8 不 是 根 , 则 一 0,NVe 一 0 种 ?成 立 . 设 а 
十 BE4, 从 上 节 的 (4. 39) 可 以 知道 ; 
Ге... Гелев (p+ aH., Н де). (5. 22) 
而 
[ees Гезе ll=Nogle_ eensa]—NeN рер 
一 一 NeN-。 -pep (5.23) 
0—4) 0—8) + (а 8) = 0, ОА N „= Мр — 
Ме. 
所 以 ,有 
NaN -a= (p+ gH H). (5.24) 


现在 继续 定理 11 的 证 明 . 
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ма) 
№№. == — №. Ма. №. oNe -r (5. 25) 
对 于 а ,也 应 用 (ii) ,由 于 a+r +e 0) =0, 
则 有 
Nee Noro = М, Nre М Npr. (5. 26) 
№ 0<а,У<р 可 以 知道 ， 一 p<a 一 7<p. 类 似 地 ,可 以 知道 ,一 86,68,8 一 
Ssa, —8 ,0 一 8, 一 7,B 一 7 都 大 于 一 2, 而 小 于 o 依照 归纳 法 假设 ,有 
№. у= Nat art N-as =N atg’ 


М, = Na -3 Ap 一 人 py (5. 27) 
因而 ,从 (5. 25) 和 (5. 26) 可 以 知道 
М.М _; === №. р Ny" A (5. 28) 


从 Nra = МСН, Hr h= CHy He Jy 可 以 知道 N_y-_s=N-_y:_s: 
GAH GGD). 由 于 N- 270, А (5.280811 Ne= Nap. 

С(З3)—0<а,#<р.а-+#== р.р 0) С 8), eae 
<р, № (02), B М.в Ме, BAGG) СН. Н) = (Н. 
Н." ), 可 以 推出 NS №, р. 

(4) – р<а, h atep 这 时 a 十 8 十 (一 a 一 B) 二 0, ШЖ a 十 8 不 是 
Ж, Д Nee = М„=0. 考虑 a 十 8 是 根 的 情况 , 由 于 a,B, 一 a 一 8 都 不 
为 0, 因 此 ,这 三 个 根 中 顶 多 有 一 个 等 于 士 o, 那 么 可 将 问题 化 为 已 讨论 
过 的 上 述 (2), (3) 的 情形 , 例如 а= e 2 2+0 а-- 8) = Ер, № 
DDA М»-.-+=М»- р", ПЕН А АЈ Я М. М, ag №, 
= №," ае У No 一 Na 因此 ,我 们 完成 了 归纳 法 的 证 明 , 当 o 取 
最 大 正 根 时 ,4 就 是 整个 根系 Д. 

现在 定义 复 半 单 纯 李 代数 g 到 о” 上 的 一 个 线性 映射 f, SCH.) = 
Ha, f Ce) See ， 即 限制 在 Tr 上 ,了 就 是 多 很 容易 明白 上 是 李 代 数 g 
到 g" 上 的 一 个 同 构 . 

从 上 节 开 始 , 我 们 讨论 了 复数 域 上 的 半 单 纯 李 代数 ,而 到 目前 为 
止 , 我 们 引入 的 李 群 的 李 代 数 大 多 是 实数 域 上 的 . 因此 ,在 实 李 代数 与 
复 李 代数 之 间架 起 一 座 桥梁 就 非常 必要 ,下面 来 阐述 这 一 和 内容. 

设 V 是 实数 域 上 一 个 有 限 维 的 线性 空间 ,V 上 的 一 个 复 结构 了 是 
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V 到 V 自身 的 一 个 线性 映射 ,满足 帮 一 一 六 这 里 了 上 是 了 到 Y 目 身 的 一 
个 恒 等 映 射 , 具 复 结构 .的 一 个 实 有 限 维 线性 空间 能 够 转化 为 复数 域 
上 一 个 有 限 维 线性 空间 Y, 这 只 和 需 令 
(а) Х=аХ+ьЈХ. . (5. 29) 
这 里 a,5E R,XEV. 在 (5.29) 的 定义 下 ,V 的 确 是 一 复数 域 上 的 线性 
空间 ,因为 向 量 加 法 的 交换 律 .结合 律 . 数 量 乘法 要 满足 的 性 质数 基 乘 
法 与 加 法 要 满足 的 分 配 律 等 等 都 是 非常 容易 验证 的 . 例如 ,要 证 明 Y а, 
BEC,Y XEV (ВХ) = (а8)Х. а=а +ib ,B=astib,, 
а(8Х) = (а, tib la +ib) X]= (а, +ib) (а Х+Ь,7Х) 
=a la X +b X) Hbd aX tb TX) | 
= (аја — bib: )X + lab; tab )J X 
=[| (a+ ib, ) (а +ib) 1Х = laf) X. 
而 上 述 做 法 实际 上 是 把 复 结构 了 转化 为 i. 
性 质 5 具有 复 结构 J 的 实 有 限 维 线性 空间 VY 一 定 是 偶数 维 的 . 
证 明 ЖУ 内 的 一 个 非 零 向 量 е. Ше, 与 .rei 一 定 是 线性 独立 的 ， 
用 反 证 法 , 若 存在 不 全 为 零 的 实数 а,Ь ,使 得 ael 十 &7e = 0, ЕЖ J 
后 有 aJei 一 el 二 0, 这 将 导致 (a 十 6*)el= 二 0, 显 然 , 这 是 不 可 能 的 . 
WMR е. Је, serde 是 线性 独立 的 ,上 且 ату 2222-1, 0 У 内 必 
可 找到 非 零 向 量 Ctl ,使 得 е. Јер» *** зе, эе, ,et 是 线性 独 交 的， 现在 要 
证 明 езе, Erd Ers Eaa Je 是 线性 独立 的 . 用 反 证 法 ， ‚рле 
独立 的 , 则 必 有 实数 ah ASKOM с. Ж: 


Је == шг ЗЕ у (5. 30) 
将 (5, 30) 两 端 作用 Jo 有 
a > о ш Hede- (5. 31) 


Љ (5. 31) 可 以 知道 ; 


cde = i u еі: (5. 32) 


将 (5- 30) 两 端 乘 以 实数 <, 并 减 去 (5. 32) .有 
168, 


> (са, —6:)е, + 之 (cb 一 aye 十 (cz 十 1)eq 一 0. (5.33) 
这 表明 еу» е, ‚зе, Је ле ЖЕТЕН ЖН. ЖЛЕ. i k E AIHE PR EJ E, 
V 是 偶数 维 的 . 

从 (5. 29) 可 以 看 到 а =L біту. 六 称 作 伴随 于 V 的 复线 性 空 
[н]. 

另 一 方面 ,如 果 EE 是 一 个 m 维 复 线性 空间 , 设 e,，… sen E E W- 
НҢ, 5 ое, +-6Је; = (а+-16)е,(а,&Є ®,1< ут) , 即 把 i 转化 为 复 结构 
了 ,因而 ,可 以 得 到 一 个 具 复 结构 了 的 2m 维 实 线性 空间 К^, ША E = 
Е. 

具有 一 个 复 结 构 7 的 实 李 代 数 g, 如 果 J 满足 [X,JY1=J[X,Y] 
YX YED ,那么 9 是 一 个 复 李 代数 . 这 是 由 于 上 述 条 件 意味 着 V XE 
9, (adX)J 一 JadX), 即 复 结构 与 adX 可 交换 ,也 意味 着 ad(CJX) 一 -7 
(аах). 另外 ,可 以 知道 [JRX,JY]==JEJX,Y1= 一 J[Y,JX]=[Y ,Xj 
=— [X.Y]. 

Y asbsecsd ERN X,Y, Eg. 

Cla tib) X, c>id)Y]=[aX+bIX,cY+dJY] 

=ac[ X,Y ]+o[JX,Y]+ad[X,JY]+ba[JX,JY] 

一 ac[X,Y] 二 pcy[X ,Y]}+ad J[X.Y]—bad[X,Y] 

= (a +ib) le+idD[X, Y] | (5.34) 
所 以 ,9 内 的 换 位 运算 可 以 由 (5, 34) 从 g 的 换 位 运算 自然 地 导出 ,容易 
验证 8 是 一 个 复 李 代数 . 

反之 ,一 个 mm 维 复 李 代数 可 转化 为 复 结构 J 的 2m 维 实 李 代数 . 

一 般 地 ,如 果 W 是 一 个 т 维 实 线性 空间 , 设 W 的 基 是 el,e:，…， 
emrW XW 的 基 是 (ej,0),(es,0) ,es (err0) 和 (0,e1),(0,es),*, (0, 
En). 定义 线性 映射 J;W И —W XW , ОХ, у) = СУ, X) J 是 WW 
XW 上 的 一 个 复 结构 .因为 (X,Y) 一 J( 一 Y,X)=( 一 XX, 一 了 ), 则 到 
== Г, ЕИ ХИ СААЗ ЯР, ЕВЕР ИИ 的 复线 性 空间 
WXW 称 为 W RME, HWER WXXW 的 基 是 (el,0),(e:,9)，…， 
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Cem 0 和 .Jel,0) ,es 0)，…， Је. 0), 则 WE 的 基 是 (e1,0), 《es,0)， 
ere (е0), EIR аис 一 dimW. 

我 们 将 ej 与 (ej,0) «ул 58. Х УСХ,0О) т, 8 Х 
ЄМ, ЛЕ М 内 , 任 一 问 量 可 表示 为 


2. Се Ўзан зе, ХАНҮ. | (5. 35) 
ут = Ј= 


хш х= 22а Y= bye 都 是 W 内 的 向 量 . 
在 将 ej 与 (e;:0) (lj 志 m) 倒 合 后 ,W° 内 的 一 切 运算 都 是 合理 可 
行 的 (满足 向 量 加 法 的 交换 律 . 复 数 与 向 量 的 飞 法 规则 等 等 ). 例如 : 
У a,bER,Y Х,У ЄЎ ,很 容易 证 明 : 
latib (ХАУ) =аХ--БҮ+і(аҮ +bX). (5. 36) 
现 将 上 述 理论 应 用 于 李 代 数 . 
设 9g 是 一 个 实 李 代数 ,g 的 复 化 9 由 所 有 元 素 和 二 i7 组 成 ， кк 
Х,ҮЄ д. EF 内 定义 换 位 运算 
[Х+Ү,7-+—1Т]=[Х.,.7]—[Ү.Т]-+(ТҮ.Л1+ [Х.Т 1}. (5.37) 
上 述 [,] 是 ( 复 ) 双 线性 的 , 反 称 性 从 (5.37) 是 一 目 了 然 的 ,Jacobi 恒 等 
式 是 可 以 直接 验证 的 . 于 是 ,g 是 一 个 复 李 代数 , 称 为 李 代数 9 的 一 个 - 
复 化 李 代 数 ,简称 李 代数 g 的 复 化 . 类 似 地 ,把 i 转化 为 复 结构 了 时 ,就 
可 以 得 到 一 个 实 李 代数 (9 ). (请 读者 自己 证 明 ). 
性 质 6 HO 0 Сук Е К о, 07, (Cg 的 
Killing 型 Д] | 
(Х,У), = (Х.У) С, (Х,У) шах, ФА 
这 里 Ке 表示 复数 的 实 部 - 
证 明 由 于 9 的 基 可 以 用 作 儿 的 基 , 则 第 一 个 公式 是 显然 的 . 对 
于 第 二 个 公式 ,假定 X Xn E F 的 一 个 基 , 用 B 十 iC 表示 线性 变 
Ж adXadY ТЕХ Ж К ЕЕ ХШ B,C EXER 由 于 Х.Х, 
JX… JIX。 是 (9 "的 一 组 基 ,(g”)” 的 线性 变换 adXady 与 复 结构 J 
可 以 交换 , 则 有 
adXadY (Xe ,Ra TR, SX) 
。，170 。 


В 
一 (5. 38) 


р 

(Х,У) (к =2TrB=2Re (Х,Ү)џ. (5.39) 
MAFO 三 者 之 中 若 有 一 个 是 半 单 纯 的 , 则 其 余 两 个 也 一 定 是 
半 单纯 的 (请 读者 自己 证 明 ) | 

定义 4.4 9 是 一 个 复 李 代数 ,g 的 一 个 实 形式 是 村 代数 的 一 个 
子 代数 go, 它 满足 下 述 关系 式 g = gpg (线性 空间 的 直 和 ). 

关于 实 形式 ,有 下 列 重 要 的 事实 . | 

定理 12 每 个 复 半 单 纯 李 代数 g 有 一 个 实 形 式 g, 在 go。 上 Самап 
内 积 严格 负 定 . | 

先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 ”对 每 个 a€ A, 能 选择 e. 算 扩 , 使 得 复 半 单 纯 李 代数 g 的 结构 
公式 是 

[ё„,е-„]= Н„.ү HET,LH,e, |=a(H ee 
这 里 а(Н)=(Ы.,.Н). 
ШЖ a 十 8 不 是 根 , 则 Leesj=0; 如 果 a 十 BEA, 则 
Leare] = N agea: 
这 里 常数 NaM № А.и Na =La HOH H) R А 
—ла(-——Р<п&<4)3 8 ЖР a ЖЕ. 

证 明 5717, ТЬ 的 一 个 线性 映射 8p 满足 ФН ) = ~H, FE, A 
KH)J=—-H, =H- RREA 11 ,存在 9 到 9 上 的 同 构 Af lr, =p 对 
于 每 个 a€ А.Ж er Eq, 使 得 在 g 上 的 Cartan К ler ve 一 1. 因 
为 fle? J)Eg“, 和 dimg “=1, 因 此 有 f(e? )==c_se:sy 这 里 ,c-, 是 一 个 
复数 .又 (ff (es of leid) = (ег se”) =1, RAA Slet) Sce В, ос, 
=1. 

Y aE4, 能 够 选择 复数 ca., 使 得 а= —с. Ж aa aml, O е„=ае!, 
有 

[ee „|= (ее. а) Н,==аа „(е ea) 五。 
=H., (5.40) 
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这 里 (eye_v) 一 1. f(e) =а, Ў (er ) = aL al aT аа? е, = ае, = 
Teer 则 当 a,B,a 十 8E A 时 ,有 
>N apea -85 РОМ ре, ъв) = (Lenser) =C Cea), / Се») ] 
一 [一 e-。 一 ep 一 No。 pe_ e.g. (5.41) 
因而 Na=—N-. —8-+ 
引 理 的 最 后 一 个 关系 式 从 (5.17) 及 上 式 可 以 知道 ,而 且 No 是 实 


Ж. 

现在 开始 定理 12 的 证 明 . | 

ШЕЯ У cEG4, 我 们 选择 eoE 人 是 ,使 得 引 理 关系 式 满足 . 那么 
(ее. е. е.) == Eas la) — (ее) + (е—„,е—„)==—2. (5. 42) 
这 里 , (errea) = (ее) =0 Æ $4 内 性 质 3 的 结果 

对 于 a, pE л, {уН A 


(е. —е_.зер—ез) =0(04 а= 8, — 8 Е 
(16е, 4-е) ,ileste ..)) = —2, 
Ci Ceat e-a) і (еве) = 004 0528, — 8 В), 
(е. —е_.»1(е.-е-.)) = 0, 
(е„—е—„+1бев-Ее.. в) = 0074 BF —а 时 )， 
(es 一 e ps)=0,(H,,i(este-a))=0, (5. 43) 
Н F А= a nE —ау,—@,',—а@,‚}, A = {a ,Gd 
a} ,将 i 转化 为 J, 令 | 
g= 2) ВОНА 2 Re 一 -2 十 5 Кее), Б.) 


€ у Әм e + 
«Єд + EZ 下 єл 


Н Harea e-a lete- ЯЗА g ВТ ЛЫ. е. —е..Ј 
leste) = Н.,Ј leae), — Се. te-a) ЭРЕН КЕЎ FRE а 
EAL т 0" = 979. ШЖ а 不 是 根 , 引 入 No 一 0, 利 用 引 理 及 
简单 计算 ,有 

[ТН ,ев—е—яв]== (Н„,Н „3 (egte_p), 

[(/Н„.,2Н,\]=0,„ 

CJHa,d CestHe-p) ]=—(H., Hp) leee), 

Геле, (еве в) ]== No leg teap) HN.. аа 
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(Ва, —а), 

Ге —е.›Ј(е.+е_.))=22Н,, 

[ea— ea seg — eg] =N pleata eap) — Nole_ orp— ep) (PFa, 
—a), 

ГЈ leste -a)r J leete- p) }== — №, Сега e р) №. в(е окре.) 

(Ba, — а). (5. 45) 
因而 g 是 gf 的 一 个 实 形式 . 


另外 ,在 本 节 开 始 时 ,我 们 证 明了 :限制 在 /RH 一 H RH. E. 


g 的 Cartan 内 积 是 严格 正定 的 ,那么 g 的 Cartan 内 积 限制 在 之 К 


GHJ LEPR HEH. 把 g 中 的 J BR ig 作为 9 的 子 空间 , 则 其 
Самап 内 积 是 严格 负 定 的 (利用 (5.43)). 容易 明白 VY X,Y ЄС о. 
(Х,У), 是 实数 ,那么 由 性 质 (6) ›\Х, \”#=2 Х,У), 因而 Ме 的 Сат- 
tan 内 积 限制 在 gXgs 上 也 是 严格 负 定 的 . 

ү Х,ҮЄє9, ,adXadY (9) < go, 由 于 g =ф.Ј9,, H 65. 38) ‚ар 看 
出 《5. 38) 中 的 矩阵 С ВЕ ВЕ (Е (5. 38) 中 ,将 XXX 当 作 go 的 
基 ). ЧО, AX A= X, a HEL АИ o 的 Car- 
tan 内 程 是 严格 负 定 的 。 


$6 ”典型 李 代数 的 根系 和 素 根系 
在 本 书 ,我们 要 把 上 两 节 的 一 般 理论 应 用 到 典型 李 代数 上 . 


我 们 先 来 看 A,(n 之 1). 从 $3 可 以 知道 H= 、 
А! 0 1 | 

ae- | | а А, 的 Cartan ЕЕ. А – А, (2 
НЕГ Е 


à | 
96,11, п 4-1) 5 线性 变换 аан, 的 一 个 特征 值 , 简 称 为 А, 
О ЕСА a, ЕУ] (аА). 现在 ,对 上 述 公式 有 


+173 。 


1 


T ERA—EM T H ВСН, ЕС ]== аш (НЕ? ,这 里 
а СН а) А А. 为 方便 ,把 根 就 记 为 太一 人 ,但 是 ,这 显要 说 明 
一 丸 的 意义 , 它 是 主 对 角 线 上 第 i Wy 上 个 元 素 的 意思 , 例 
СА А)СН, а) 8 4 

从 83 还 可 以 知道 ,4。 ЖЕ А А – AUGER Sik Snt), E 
FRE Cinnt s. 

下 面 来 计算 А, 的 Killing WE H 上 的 限制 ,注意 ЕСА) H 
的 基 一 起 组 成 了 A 的 一 组 基 ， | 

于 是 ,利用 公式 (4. 34) ;可 以 得 到 


Наа Наод) = а AA) ч) 
= 2) да Аа АА) 
= 2 аА) pst hip) 


atl 


= 2n 2425 
"+1 +1 
| эз з Уз УИ 
ЕА, | (6.1) 
特别 ,有 Е 
才 十 1 
СН, Наа, 0200410) 24. (6.2) 


MERWE А А, RAB) Cartan Р H рУ, бј, EaR 
Haor ЄН, FESSA: | 
Y Hass EH Haap Н T ААКНА, 
=4—А. (6.3) 
从 (6.1) 和 上 式 , 可 以 得 到 关系 式 : 


n+l 


2(я-+Е1) ЎА М. (6.4) 


. "+1 
Зд, +, А, АЕ А ОЕ ВЯ. 显然 , 当 szik it, 


*114- 


— 
A= u= ус ту з ш ap EE ER AA ТЕ Н PARA 


记 为 Ha-g Hr- (ЕГ? —Е *?). 从 (6.2)? 可 以 知道 ， 


od 1 1 

СЕЗ 4 (n+1) n+l 

$ =з pE P Оча, Неел, БИЖ A E 
H FHRA Ele — e lik, Si ,kn 十 1). 

А. HJ RIRE (АА, Аз А-А). А, 的 素 根 系 在 H 中 的 

BRAF (е —ез,ер 63st sen ел}. © a= AS Aa = A А, "а, = 


А, — А... MA (6. 1) 不 难得 到 


1 2 
aT 当 ¿=k 时 . 


шс a 
2(a+1) 
(H, -4 1H- 4 一 202 十 1)L 


ТЕЛЕК (6. 5) 


CHa Ha) 5 КЕ? 1 на N 
ZaD’ Ml k|=1Ħ}, (6. 6) 


0 ‚ 4 |i—k|>1 F}. 
令 ET = м 200+ 1)е, te en 一 ү 2Cn 二 1)es+1: 以 er зе EA 
ое Euclid Z), ARA ORR W ese) 


= уге езе е6) = ау CR). 3 |1— 11 B}, (егете 
-ean =- Fp [i—k |221 Bf, (е; езе ену) = 0, PEA, А, 


的 素 根系 在 Н 中 的 嵌入 的 Cartan 内 积 等 同 于 (,), 因 此 ,两 向 量 的 夹 
角 等 概念 完全 可 以 搬 到 这 Cartan ARE. 从 (6. 6) 可 以 得 到 : 当 |i 一 | 
>1 时 ,向 量 右 ,与 吾 。 正 交 ; 当 |i 一 k=1 Н. з НАЗ O 
OSP), MI 


CHa Ha) 
cosf 王 一 -一 = 


a 
VH HoH HH) 7? 


(6.7) 


完全 类 似 地 可 以 得 到 B,C. 和 Р, 的 情况 . 
接 下 来 ,我 们 来 看 Bn 之 1). 从 8 3 可 以 知道 Н = (Н = 
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}Ж& В. 的 Cartan 子 代数 . А, 的 根系 是 — Ars Àa — 


0 = 
ДОРА ААА 一 入 (ih Ki kn). 而 
НН 00А) ба) 


САА) Са) САБА) Се) СА 


Аа) + уда САС) 


=42 да+) +2 01А 


= 4—2) Хд, | (6. 8) 
特别 ,有 
CHa s Hap) 20а 0 218. 6. 9) 


把 В, В А-А А Н рч, Е Ы 6—20 Н... E 
ү Н... EH ME Нь vH pu SAHA 从 (6. DE 


2(2я—1) 22А =А+А, (6. 10) 


IAH з, Rt, 0524 5—7, В уу. S Н, ЕФ) 
0 
горлу ел = ЕФ ‚ ИЖ Ata ЕН ИЖА Ж 
— Е 
ЖЕ. Б | 
2(2а—1) 


容易 看 到 根 А—А ЛЕ Н PHRA Eg EHDA aA 


Hi:+ Н). 


ЕН А СН. Н) А-А ЕН ЕЖА 
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1 | 2 a 1 
znr p O ETHOR), ШАТЕН ТА уН 


1 
—А ЖН ТЕЖА zop уН, 
而 利用 (6. 9) ,上述 根 在 H ФИНА E 
азык. „> г ee aS г е ER 
Сар Ta H 
.2(2n 一 1) - 2-5-1, (6.11) 
А 2п — ] 
以 及 
КЕ к тне ыйл н МЧ (6.12) 
2(2п—1) **°—2(?я—1) 7 2(28-—-1)' i 
Femy pIi ‚ДВ, 的 根系 在 Н PRAE etene 


ёё bir е errei Ei (Ёп) }. | 
ее /2(2п— le зе = V2(C2n 一 1])e, Е Мл H Euclid 
空间 的 一 组 标准 正 交 基 , 类 似 于 A 的 情况 ,可 以 看 到 根系 在 瑟 PHR 
入 的 Cartan 内 积 等 同 于 这 维 Euclid 空间 的 内 积 ， 
В, 的 素 根 系 有 n TRIR., E IIE А А, Àz Аз» tet s АЕА 素 
RRE H HAJRA E е езер ез, "зел е, зел. 上 述 素 根 依次 记 为 
ау, уа, а E Н PHRA H.E PEX R: 


1 SIN 
a 当 i=k Hf, 


当 Ii k Snl 时 (五 。 Ha) 54 _ er 
-z pili k|=1 时 ， 


0， Щ |: — А |221 时 . 
HE, kl >l 8, Н. ,与 H。 间 的 夹 角 为 地 ‚4 |i —k|=1 Hf, 
这 个 夹 角 为 sx 而 
| (0, 151<п—1, 
二 二 
(HaHa) = D2n—1)” 
1 
2(2n— 1)” 


ї==п. 
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那么 , 当 1<z<<r 一 | 时 ,向 量 五 .与 H. HMH. W н. 5 Нн. (81) 


(Ha Н.) V2 
夹 角 为 0000), W cos6 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 79, 
м Н. Н. DN (H.,H,) 
_3 
Вр 4 二 本 
А 0 
下 面 来 讨论 Cn 送 D.H=4His=| a С. 的 
0 т 


一 个 Самап 子 代 数 ， 相应 ВЮ АА-А, А-АА А А-— А24; 
— 24,0 <5,1<4,#<л) (参考 8 3). 


СН, Нь 2) AHAD аА аА ОА) Са аА) 
н Са САА) С) ) 


та 2) ( (А) у (А) (2) } 


=42) аА) +8 УА 


=4(я-+1%) Ap (6. 13) 
特别 ,有 
(Ну Наа) 5401) DG. (6.14) 


ЖОВ А А ЕН PHRA Eip tEh) ,这 里 
Е 
k 


| Е 0 | 1 
Н:= -er R2 Ж Н 中 的 嵌入 是 15 二 TI E2. 


дате гарна), ‚Ж С, 的 根系 在 Н 内 的 能 入 是 {e 十 
Ekoli— Eis — e; Fers — Ei — ers 2e 一 2ci(1 扫 :<R<Snr) ). 

由 (6,14), 可 以 得 到 

Cete tete = 


1 = 11 
їр "Т? - Te (6. 15) 


. 178 ° 


(+ 2е;, + 2е;) = ——- (6. 16) 


Ер 
以 2 Vn 十 le1,…,2 Yn 十 le, H п ҖЕ Euclid 空间 的 一 组 标准 正 交 
基 , 则 根系 在 五 中 的 嵌入 的 Cartan 内 积 等 同 于 这 Euclid 空间 的 内 积 . 

С, ЖА ЖЕ (А — As Aa Азн ,加 -1 一 为 ,24,), 素 根系 在 Ы 中 的 
ЖА Е (е. — езе ез» seni — En Een). O ау = А Аа, А A 
an1 5A Аа, = 2А,, а ТЕН РЕЖА Н.Ж РИЯ: 24 17, 


<a 8..5 H ЗЕН зң ikl >l 时 为 了 , 当 上 一 4 一 1 时 ， 


ж Ёл. Н.У Н.Ж ЗЕҢ 4 19а 时 为 二, 当 ;一 z 一 1 时 ,为 
| 


ar 


最 后 ,我 们 再 来 讨论 D, Ca 2). A $3 WÉ Н = 
| 0 


А. 


С D, 的 一 个 Cartan ЕЖ, Р, 的 根系 是 
0 —А 
АНАА ААА, ААС ал), 此 时 

НН Ха { АА ара) 
БА) а а) (АА) а) 
+04 А) )} 


= 之 СА Аа) 
= 440—1) уди. (6.17) 
特别 地 ,有 | 
«Ну Н ыд 40—10) 208. 《6.18) 
ЕФ 0 


НЕН). 又 令 кы лг» ‚Р, 的 根系 在 н. 中 的 嵌入 是 
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{е F Ers, — ерер ер, ее <<). 
ЕН (6. 18) ,可 以 知道 


2 
(ее, Боже) = С сту * 4(л—1)*2 


== 
РД /4(а—1)е,, е, /4(л—1)е„ 为 一 个 nn ## Euclid 空间 的 标准 正 

交 基 , 则 根系 的 Самап 内 积 等 同 于 这 个 Euclid 空间 的 内 积 . 
D, ЖНА А, А АА АА. КА). Е Н 
ФК А Е (е — езер — Ezy" ел1 — Erren Fent © а = А – Аза, = А, 
ТА еар TAi Аза, = А+ БА ,а Ж Н Ф ААЛА Н. ; 那 


么 , 当 IKin] Ы. H [н] Ж ЯЕ |: —Е|7>1 时 为 万 ,在 |i 


(6. 19) 


一 寻 [一 1 时 为 &. 而 如 .与 H. 间 的 夹 角 在 An ALK DA 
到 ,在 ;一 2 一 2 时 ,为 全 r( 注 意 :a-: 一 2- 一 人 -由 
在 B,C, 和 和 DD; 的 讨论 中 ,一 些 省 略 的 计算 部 分 请 读者 自己 补 出 . 


$7 复 单纯 李 代 数 的 Dynkin 图 


在 本 节 , 我 们 要 给 出 不 同 构 的 复 mx 维 (wm 之 3) 单 纯 李 代数 的 分 类 方 
| 

定义 4 5 Euclid 空间 R" И Е П AA В. 
(1) 由 线性 无 关 的 向 量 组 成 ;C2)Y a BEN, H азе в}, 202200 д 
ERRF O 不 能 分 解 成 为 两 个 互相 正 交 的 子 集 的 并 . ( 注 :这 里 (,) ， 
是 Euclid 空间 R" 的 内 积 . > 

Заев а 个 

定理 13 п оз) В 9 的 一 个 案 根 系 在 Cartan Т. 
REH 中 的 嵌入 组 成 一 个 x Ж. 

证 明 作为 一 个 半 单纯 李 代数 g 的 素 根系 在 Cartan 子 代数 H 中 

180. 


2 Рд 9 


Aj ‚а-а гз "300,4. 然而 ?2 一 


的 嵌入 ,定义 4.5 中 的 (1) 和 (2) 是 满足 的 ,这 里 Euclid 空间 的 内 积 就 
Æ Cartan 内 积 .下面 证 明 由 这 组 入 组 成 的 集合 了 一定 满 足 定 义 4.5 中 
的 (3). НИЕ. 如 果 (3) 不 满足 , 则 存在 素 根 系 在 互 PHRA NIH 
两 个 互相 正 交 的 子 集 П, H П, = {Ha pt Ha o Hi5 {Hapit 
Н... ,这 里 {@ аала E g RRR ША СЫ. Ы.) = 
оу, гч). | 
由 于 “一 “+, 不 是 根 ,那么 素 根 о, 关于 素 根 +, 的 根 链 可 以 设 为 

-HHT 所 以 素 根 aj; 关 
于 素 根 w+ 的 根 链 仅 一 个 根 а, 记 素 根 w 的 根子 空间 为 aLI 
1), 的 基 向 量 用 e. 表 示 ,那么 必 有 下 述 等 式 ; 

[Les ses,,J=0,Le эё |=0, 

[es »е-.,,,1=0,[е-., зе, 10. (7.1) 
由 向 量 H. s**t aHa €a, attt Êa E-a TtT 2 -= 的 复线 性 组 合 及 其 换 位 运算 
可 生成 g 内 子 代 数 oo ШЕ Н.Н. езе Ea 


+i 


e-。,, 的 复线 性 组 合 及 其 换 位 运算 可 生成 g 内 的 子 代数 9 ,显然 9 一 9 四 
,和 [gh,9sj 二 0, 因 而 9,g: 都 是 9 的 非 空 理想 子 代数 ,这 与 g 是 复 单 
纯 李 代数 矛盾 . 

Жал 系 卫 ={B.…,P), 设 向 量 В, 与 Bi 天 疙 之 间 的 夹 角 是 
0,00<0;<т) ,那么 
12‹8,8,›  2<8,,8,) 
4 (8,8) Brh) 


由 于 соѕ26;<1 „120828 208,8, АХ АЕР ， Д] соѕ20,<1 只 


(7.2) 


соѕ20,; = 


(B. бә ， ® „В 
可 能 取 以 下 四 个 值 ,0, 十 ， 1,2 了 ,由 于 созё,<20, Ж costy AITES F 
0-5, 2. УЗ рө, REES, 2,5 Эх, > 四 值 之 一 . 


对 于 系 及 中 的 每 个 向 量 ,用 平面 上 一 而 点 家 示 , 对 于 平面 上 的 
两 圆 点 , 即 卫 内 的 两 个 向 量 ,如 果 这 两 个 向 量 之 闻 的 夹 角 是 子 ", 就 用 
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一 条 直线 段 ( 称 单 重 线 中 连接 这 两 点 ;如 果 向 量 间 的 夹 角 是 亏 r, 就 用 
两 条 直线 段 ( 称 双重 线段) 连接 这 两 点 ;如 果 向 量 闻 的 夹 角 是 ,就 用 


三 条 直线 段 ( 称 三 重 线段 ) 连 接 这 两 点 . 如 果 向 量 间 的 夹 角 是 却 ， 则 不 


用 线段 连接 这 两 点 .这样 得 到 的 图 形 称 为 系 的 角 图 . 例如 典型 李 代数 
4.,B.,C, 和 DD, 的 角 图 分 别 是 (参考 $ 6). 


н. На, Ha, Hri Ha, 
о —°,. 


Аһ A 
Ha, Hz, Н», Ha, 2 Ha, t Ha, 
Bn QD ; 
Ст Ha, На, На а Ha, 2 Ha, lp Ha, F 
Ну. 
Ha На Н», Hai Ha” 
Dan (яп > 2), oo oo” 一 s. 


Н, 


ШЖ + 系 中 的 向 量具 有 两 种 长 度 , 则 对 于 长 度 较 短 的 向 量 , 用 小 辕 
点 表示 ,对 于 长 度 较 长 的 向 量 , 仍 用 小 圆 点 表示 ;如 果 r 系 中 的 向 量 长 
度 全 相等 , 则 全 用 小 黑 点 表示 向 量 ,这 样 得 到 的 角 图 称 为 x 系 的 
Dynkin 图 . | 
从 上 一 节 的 计算 ,我 们 可 以 得 到 A. B,C 和 Р, 的 Dynkin 图 分 
别 是 


На Н», Ha, н, Н, 
Аяп 221), Ф-_—_0——90 -和 

н, Hz, Ha, Ha, 2 Ha, Ha, 
В.п > 2), ООО. 9 一 二 一 一 多 ， 

Ha, На, Ha, Ha, Haps Ha, 
Chanz): 6—e— 9... 6— © о, 

| Ha, 
Ha, Hz, Н, Hz, 3 Hy, „e 


р, 0 3): ээ 4% ие 
| Ha, 


现在 ,我 们 来 建立 一 系列 的 引 理 ,证明 复 m Ena И 
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20 ук, ФМ, 


© ре 


按照 Dynkin 图 分 类 至 多 为 七 种 情况 . 
首先 ,r 系 的 角 图 一 定 是 线段 连通 的 , 即 对 任意 一 点 ,至 少 有 一 条 
线段 连接 这 点 及 某 一 其 他 点 ,这 是 由 于 要 满足 定义 4.5 中 (3) 的 缘故 . 
引 理 1 如 果 一 个 x 系 的 角 图 中 有 两 点 是 用 三 重 线段 相连 的 , 则 
X л 系 的 Dynkin 图 只 能 是 


证 明 设 这 工 系 的 角 图 中 有 两 点 ,不 妨 设 为 a ,az, 用 三 重 线段 连 
接 这 两 点 ,如 果 这 zx 系 的 角 图 中 还 有 其 他 点 ,由 于 系 的 角 图 的 线段 的 
连通 性 质 , 必 有 点 (不 妨 设 为 )a, 与 а, 或 wm 相连 , 设 а, 与 a 相连 . 对 于 
线性 元 关 的 向 量 a ,a;,a, 它 们 的 实 线性 组 合 可 以 张 成 一 个 三 维 的 Eu- 
clid 空间 ,用 2 表示 向量 ww у а, Йй Ж Щ›,0<1#,<<л,!55]. а 


НЕ :0, 60,403. 2л. а 0,.= = 5 ба ы ‚бь;>2- Féli 则 fia +03 


+601227, РЕ. А. т ЖР] Н ТЕА а ,а3. 


2(а\,а;) 2Хе\,а,) _ 
(а, sa) = Ё Са, а;) „ЖЇЗ ауе а, А, атту каа 是 
MEK ka 也 是 负 整数 , 不 妨 设 2221. 
2(C0 ,0,) 2C01002) __ 
4с0520,, = СУЫ Саа (7.3) 
V3 


但 Ө =-—®-л,созб = — $ RAT #а?*==3,Ң — ДЖа=—1,^= 
3, 则 有 引 理 1. ( 注 : 从 引 理 1 的 证 明 还 可 以 看 到 ;如 果 aaz 是 用 两 条 


线段 相连 的 ,bu 一生 rcosb 一 一 区 2 ,从 (7. 3) 可 以 得 到 ka? 一 2,4 一 


2,a 一 一 1. 如 果 仅 用 一 条 线段 相连 , 则 0 一 也 x,cosbs 一 一方 ,有 ka? 一 
1, 这 导致 出 天 一 1,a= 一 1 ) 
引 理 2 Mr 系 的 角 图 不 能 包含 由 线段 组 成 的 一 个 闭 多 边 形 . 
(2) x 系 的 角 图 中 任意 一 点 都 不 能 有 四 条 或 四 条 以 上 的 线段 与 这 
点 相连 ， | 
证 明 (1) 用 反 证 法 . л AAR a1,…,a, 在 角 图 中 组 成 一 个 闭 
多 边 形 ,在 这 闭 多 边 形 内 部 无 线段 .用 0, 表示 向 量 a 与 ,之 间 的 来 
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角 ‚созбу 5 + 用 ar+1 表 示 а , 则 | 


j= -+22 Сазан) _ 


(2 —ш=—.2) 一 人 
М (а; ,а;) ® У (а,,а,) N (а,,а,) Са, ,а уу) 


* 
=24+2 2) созй <k—k = 0. 


жава) 


二 0, 这 显然 是 不 可 能 的 . 
Caisa) 


(2) 也 用 反 证 法 , 设 x 系 中 有 一 点 a, 有 上 之 4 条 线段 与 点 a 相连 ， 
а, vaCsE) 是 元 素 中 与 < 相连 的 一 切 点 ,由 (1) ,因为 x 系 不 含 闭 
路 ,所 以 ,可 以 知道 m,.…s 两 两 垂直 ,用 V 表示 a 与,…,a 所 张 成 的 
` KRETZ EV ARI a,…,a 丝 正 交 的 一 个 非 零 向 量 8, 由 于 
aitt ru P MAEL MWE 


cost <p, a> + 2 cos’ <an a> = 1. (7.4) 
这 里 < ,> 表示 两 向 量 间 的 夹 角 .因为 ge 与, …yom 线 人 性 无 关 , 8 与 a 


不 会 垂直 ,cosz<<8,e>>>>0, 那 么 2 cost <a, a><]. WE a5 a Hr 
条 线段 相连 ,t= 二 1 R 2. IA ,4сов®<Са,,аС> =t, (Ц г,=1 时 ,cos 之 aiya 


і 
>= -4,4 ti 二 2 H} scos <q; a> = ~ ЭШ 42 }соз*<а,а>= 


ва, ПР. 
я 系 的 角 图 中 的 点 а, ‚а, ШЖ a 与 а, 相连 ,o 5 а, 相连 ， 
ын шр a 相连 ,而 其 余 的 任意 两 个 a 与 а; 都 不 相连 , 则 C= fa se, 
пау т 系 的 一 个 链 . 如 果 点 a 与 a41(1 志 i 一 1) 间 仅 用 一 条 线 
段 相 连 , 则 称 这 个 链 C 为 + 系 的 一 个 简单 的 链 . 对 于 一 тая с, 由 
引 理 1 的 注 , 必 有 (a ,ai) 一 (azyaz) 一 … 一 (okyon)， 
引 理 3 设 C={a,a,*… ,mr} 是 系 内 的 一 个 简单 链 , 令 x 二 {x 系 


一 Ca 一 Xa) , 则 也 是 一 个 系 .zt 的 角 图 可 以 由 x 系 的 角 图 将 链 
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го мкад 


С 缩 为 一 点 a, 并 将 每 个 与 某 一 个 a 在 r 系 角 图 中 用 上 重 线段 相连 的 点 
BE 系 一 C Ht ERRER a 而 得 到 ， 
证 明 显然 中 的 向 量 是 线性 无 关 的 ,其 次 


(#,в)= 2) Гаваа 9 
= (2,0). | (7.5) 
Ж pEr AC i ё Уу а\1<с:<Ё) 2 [н]: 重 线 段 相 连 , 则 根据 引 理 
2,8 不 能 与 其 余 的 aj(j 关 i ,1 所 j 筷 8) 相 连 ,否则 x 系 内 会 产生 闭 道 路 ， 
因而 CB,0) =(8,а. 


MEYE 系 内 不 与 C 相连 , 则 (7Y,a)=(7， лаз =. 因此 , 若 B 
与 a 之 间 有 几 条 线段 相连 , 则 与 a 之 间 也 必 有 几 条 线段 相连 ;车 7 与 
全 部 w 不 相连 , 则 У У а о. 

至 此 , 引 理 内 的 结论 很 容易 得 到 . 

推论 ”下 图 不 可 能 是 л 系 的 角 图 的 一 部 分 ， 


(3) 


这 里 {a 05 #1 ,a4} 是 一 个 简单 链 . 


证 明 利用 引 理 3, 把 m ,ve 缩 成 一 点 а= 2а ‚ШЖ (1), (2), 
(3) 存 在 , 则 得 相应 的 三 个 新 x 系 的 角 图 的 一 部 分 


这 显然 与 引 理 2 矛盾 . 
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引 理 4 x 系 的 角 图 只 能 是 


9-1 &, 8, Ё, 


а» В, В, 
020—0... 一 CG 一 0 一 0 一 .一 OO жин, я>! 


1 Cn 一 а, 
002—0 - А алау буги 
а а, әл $ 8,1... -SA 
(3)O—O—. и е ， 这 里 р>Фер®2 | 
А r, 
(CCD ， Б 9 


ШЕ 设 r 系 的 角 图 中 含 一 个 三 重 线段 ,那么 由 引 理 1 可 以 知道 ， 
角 图 必 是 (4). 如 果 r 系 的 角 图 中 含 一 个 二 重 线段 , 则 由 引 理 3 的 推论 
可 以 知道 ,这 和 角 图 只 能 是 (1). 剩 下 的 角 图 全 是 由 单 重 线段 连接 的 , 则 只 
能 是 (2)、(3). 

引 理 5 хл 系 {a ,as,… sas) 内 的 全 体 问 量 至 儿 只 有 两 种 长 度 ， 

证 明 从 引 理 4 及 引 理 1 的 注 , 这 是 很 容易 得 到 的 ， 

从 引 理 5 及 定理 13 可 以 看 到 复 т 维 单纯 李 代 数 (m 之 3) 的 一 个 素 
根系 在 相应 的 Cartan 子 代数 中 的 嵌入 组 成 一 个 二 系 , 这 个 二 系 的 
Dynkin 图 必定 存在 , 称 这 x 系 的 Dynkin 图 为 这 复 单 纯 李 代数 的 一 个 
Dynkin Ё. : 

下 面 的 定理 说 明 复 zw 维 (m 之 3) 单 纯 李 代数 的 Dynkin 图 决定 了 
这 复 单纯 李 人 代数， 

定理 14 如 果 两 个 复 mmx 维 (m 之 3) 单 纯 李 代数 有 两 个 相同 的 
Dynkin 图 , 则 这 两 个 李 代 数 必 同 构 . 

证 明 ШЖ gQ 92 是 两 个 复 mm 维 (m 之 3) 单 纯 李 代数 ,已 知 gı 的 一 
АЖ Жо, ,--,а„} ХЕ Cartan РА Н.Р НКАЯН. Н.Н.) 
的 Dynkin AWE 9» HRA (A ,Bs，…,B,} 在 g 上 的 Cartan 子 代 数 
Н. ФАН» Heat He 8 Dynkin Ё. 从 引 理 4 及 引 理 1 的 注 可 
以 知道 :如 果 

CHa Hs 2 =k(Hg, Н»), (7. 6) 
这 里 ,& 二 1,2,3, 那 么 必 有 
Н.Н.) SEH, Hao (7.7) 
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Р 
因此 ,利用 НЫ Н.Ә НУ 互 。 的 夹 角 , 和 (7.6)、(7.7), 可 
以 知道 


Hes He), CH. Н 9, | 
СН, He), (H. тола Пг, ся). (7.8) 
2 Ha He) 
素 根 а; ATAR а; 的 根 链 为 а-о |а; а; -一 нн,“ ai 对 


应 地 ,有 相同 个 数 的 B 关于 素 根 8; 的 根 链 Bis BiH Bi -…, Be — 
2 HaHa), 
pP, E 与 g 的 长 度 为 2 的 正 根 相对 应 ,有 个 数 相 同 的 


9 的 长 度 为 2 的 正 根 . 依次 类 推 ,可 以 知道 存在 了。 一 > RH. 到 Ti = 


Эз RH 上 的 线性 同 构 ,使 得 9 把 9 的 全 部 根 在 H, 内 的 嵌入 映 到 g 
的 全 部 根 在 H: 内 的 嵌入 (请 读者 说 明理 由 ) ,由 定理 11 可 以 知道 g 同 
构 于 9. 

推论 ”从 定理 14 及 典型 李 代数 的 Dynkin 图 可 以 知道 B, 同 构 于 
Cis D, 同 构 于 A. 

定理 15 复 x 维 (m 之 3) 单 纯 李 代数 的 Dynkin 图 至 多 有 七 类 ， 
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证 明 从 引 理 1 及 引 理 4 可 以 知道 ; 复 mmx 维 (mx 宇 3) 单 纯 李 代数 的 
Dynkin 图 只 可 能 是 定理 15 中 的 (17、(77 和 下 面 的 情况 ; 


а, а, а,-3 а, а, 8, Bi Bh В, 
е _—_—_ә— · 
P .9>1 ， к 
al БА а, 6 一 
Ф _Фф-_ * rai 


这 里 52242022. 为 了 书写 简单 , 复 单纯 李 代 数 的 素 根 系 在 Cartan 子 
代数 中 的 嵌入 就 用 a,8,7 等 字母 表示 ， 

对 于 第 一 图 , 即 р,9221 的 情况 ,我们 要 证 明 只 有 三 种 可 能 :p==1; 
9 二 1;p 二 9 二 2. 即 定理 15 内 的 图 (2),《3) 和 (C6). 记 (aya) 二 "二 (а,, 


Р q 
а,) =a, СВ, В.) == 8,2 = 2a. Ф а= Zika P= 2) jB, W 
- = 
p Р $ F #—1 
(ау 22а, 27ка) = 2 Caa) +2 УЗЕЛ) бый 


- А #1 
=a 22#°—а DRH) 


= p+ )a. (7. 9) 
类 似 地 ,有 (8,8) = (94-10. Їй 
(а, 8) = ра (а,, 8,) = — рда. (7.10) 


由 于 а, в,а, 8, , “б, 线性 无 关 , 故 а, В 线性 无 关 . 由 Schwarz 


RER, Hahaa) BB RA Бага? <<. рСЬ+ Dagat Da. 
由 此 容易 得 到 
(5—1)(4—1)<2. (7.11) 


所 以 ,对 于 正 整 数 ,g, 有 三 种 可 能 取 值 :p 二 1,g 任意 ; ;9 二 1, 卢 任意 ; 户 
=2 а=2. 
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对 于 第 二 图 , 即 20226022 的 情况 ,首先 知道 
бар,ар) = == арза) = 00,0) = (8,1, 
Ва) == (BB) = T= | 
тп.) а. (7. 12) 


2-1 4—1 0—1 
& а= 2а, p= 2) jB Y= Ў)ю,, 2, 


i=] #є=1 


ба,а) = р 10а, 08,90 = 464—0, 
ОУ) = plp 10а, la, =} pa, 


(8,0)= – 5-69 —10а,0,8) = — 500—104, 


因而 
(а,д)? 1 
? 人 ЖООИ 
1 1 
соз'‹#,д›=—-(а—1) ›соз°47,8)›== 5 Ср—1). (7. 13) 


ER а, 2,7,0 张 成 一 个 四 维 实 Euclid 空间 ,由 于 а, 8.7 是 三 个 互相 
正 交 的 向 量 ,V, 中 有 一 单位 向 量 e agy EE, N 

со52<6,а2> +-соѕ2<6, 87> +-соѕ2< 8,722 +-соѕ<8,е2> 

=]. (7.14) 
НҒ 2 5а, 8,7 ЖУ, 的 基 向 量 ,6 与 不 会 正 交 ,因此 这 导致 

cos < a> teos <s, > cosc, y> <l. (7.15) 
于 是 ,立即 有 


>1. (7.16) 


1.82321. 又 由 于 p 之 2, 则 只 可 能 是 p 
1 


> 六 ,9<4 当 9 一 2 时,p 取 任 意 的 大 于 等 于 2 
的 正 整数 ; 当 9 一 3 时 ,二 >> 舍 ,因而 孔 只 能 是 3,4 或 5. 总 之 ,对 于 第 二 


;只 有 下 列 可 能 : 
p=? 92,22,18 Dynkin 图 是 (4); 


因为 229220. 


|- 
© [мә му | 


_ yll 
=2,Ж „+ > 
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A 一 2,g 二 3,pp 王 3,4 或 5, 这 时 Dynkin HÆG). 

因此 复 т 维 (m 之 3) 单 纯 李 代数 的 Dynkin 图 最 多 只 有 定理 15 中 
所 述 的 七 类 . 

对 应 这 上 七 类 Dynkin 图 ,相应 的 复 单 纯 李 代数 都 是 存在 的 . 典型 李 
代数 А„,В„.С„ 和 Р, (222) 6 Dynkin 图 恰 是 定理 15 的 (1)、(2).、(3) 
各 (4). 该 定理 中 的 (5) 对 应 的 复 单 纯 李 代数 依照 a 二 6,7,8 分 别 记 为 
Es. E, 和 Es 定理 中 的 (6) 对 应 的 复 单纯 李 代 数 记 为 ,定理 中 的 (7) 
对 应 的 复 单纯 李 代数 是 G:. 这 些 李 代数 都 比较 复杂 ,例如 ,5 是 78 维 ， 
Е, Æ 133 2, E. 是 248 Ж.Р, д 52 维 , 就 是 相对 而 言 最 简单 的 C:, 也 
有 14 维 ,所 以 ,我 们 在 这 里 不 准备 展开 这 些 李 代数 的 讨论 了 . 对 这 些 李 
代数 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 万 哲 先 编著 的 《 李 代 数 》(1964 年 ,科学 出 
点 社 出 版 ) 一 书 的 第 七 章 $ 3 和 第 十 二 章 . 

习 g 

1. 严 烙 证 明定 理 4， 

2. 求证 ,4 是 复 单 模 群 SLC 二 1C)? 的 李 代数 

3. 求证 :C 是 SP(nC) 的 李 代 数 - | 

4. ЖЕ: А„(л;>2),В„(я:>2),С„(п:>2)5 Р, (по>30 НЕ-А [8] 
定 根 经 逐步 添加 一 些 根 而 得 到 ,而 且 在 每 适当 添加 一 个 根 后 , 仍 为 一 个 根 (参考 定 
H 6). 

5. 对 于 BRER RHE: Hago Ноа, „)7>0.Х 8 =н 8 ntl ASKi 
二 让) 是 不 全 为 零 的 实数 (参考 定理 6). 

6. 求证 (在 $4 中 ) :9 Ho A) = Vs 中 Ya DOV, - 

7. 求证 (在 $ 4 中 ):Cartan 内 积 限制 在 全 XT 了 LEPRE.. 

8. 在 $5 中 ,gf 是 一 个 复 李 代数 ,把 i 转化 为 复 结构 J ,求证 :可 以 得 到 一 个 实 
李 代 数 (g 

9. 在 $5 中, 如果 李 代 数 星 ,g,(g)* 中 有 一 个 是 半 单 纯 的 ,求证 ;其 余 两 个 也 
是 半 单 纯 的 ， 

10. 求证 :不 存在 4 维 或 5 维 的 复 半 单纯 李 代 教 . 

11.g 是 一 个 复 半 单 纯 李 代 数 ,a,8 是 ( 非 零 ) 根 ,6 关于 a 的 根 链 是 6 一 pa,…， 
B—a, B, Bta, В--даза ЗЕ В ВЕ ар" В, а Ваза 8, ад" 8, 
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求证 : qit) _4` (р +1) 


Aij 


Re Ho ОН Н.У 
12. a ,ws 是 复 半 单纯 李 代 数 g 的 -- 个 素 根 系 , 令 


баадан а,в. T) , 求 9 的 全 部 要 


laisa) 
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第 五 章 “” 李 代数 和 李 群 
表示 论 初步 


$1 三 维 单纯 李 代数 的 不 可 约 表 示 


设 9 是 一 个 za 维 实 (或 复 ) 李 代数 ,Y 是 ”= 维 实 (或 复 ) 线 性 空间 ,了 
是 g 到 (内 的 一 个 同 态 , 则 称 下 是 9g 的 次 实 ( 或 复 ) 表 示 , 称 V 为 
下 的 表示 空间 . 我 们 知道 当 Y 的 一 组 基 固 定时 ,gCV) 等 同 于 gn,R) 
(或 gl(n,C)). 

例如 :Y XEg,F(X) 一 adX 就 是 9 的 一 个 区 次 表示 ( 当 dimg 一 mm 
时 ,这 个 表示 称 为 9 的 伴随 表示 . 

认识 一 个 理论 ,一 般 是 由 浅 入 深 , 由 简单 到 复杂 ， 我 们 先 仔细 讨论 
4(9(3,C)7) 的 表示 . 本 节 提 及 的 表示 全 是 复 表 示 ,A(O(3,C)) 是 gg 
(3,C) 内 所 有 由 复 3X3 反对 称 矩 阵 所 组 成 的 一 个 三 维 单纯 李 代 数 . 
这 里 


оо 0 O 0 1 —1 0 
Xi 一 |0 0 一 11，X 一 |0 0 0|，X 一 |1 0 
0 1 ọọ 一 1 0 0 0 
是 ACO(3,C)) 的 一 组 基 , 而 且 
[Х,,Х,1=Х,, [Х,,Х,]=Х,. [Х,,Ху]=Х,. (1.1) 
令 Н=1Х,, Е,=1Хү—К,, E- =X +X.. (1.2) 
由 具体 计算 ,可 以 得 到 
[Н,Е,|=Е,,[Н,Е_,]=—Е_,(Е,,Е_]=2Н. (1.3) 


这 表明 由 好 年 成 的 一 个 复 一 维 子 空 间 是 A(O(3,C)) 的 一 个 Саптап F 
КЖ. НТУ 4EC, 有 

ГАН, Е, ]=АЕ,,ГАН,Е_)=— АЕ, (1.4) 
Д ФАЧ ФАН) =. 容易 看 到 另 一 根 是 一 9 
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R F E A(LOC(3,C)) 的 一 个 次 复 表示 ,我 们 称 ( 吾 ) 的 特征 值 为 
表示 F 的 权 . 对 应 于 一 个 权 , 称 V 的 非 零 特 征 向 量 为 下 的 权 向 量 , 这 
里 V 是 F 的 表示 空间 . 

设 办 是 四 对 应 于 权 关 (EC) 的 一 个 权 向 量 , 那 么 

Е(Н)‹ЕС‹Е,жУ=ЁЕ(ГН,Е Dun t E(EDF (Hvn 
=F (E)n mF (El Un 
= (m+ DE (E Уо. (1.5) 
ШЖ ЕСЕ, Dun 0, M] ЕСЕ, Dun 是 对 应 于 权 mtl 的 权 向 量 . 

类 似 地 ,有 FHF Eun) = (т 1)ЕСЕ 0n 
如 果 FE- un, 0 FE-n 是 对 应 于 权 m 一 1 的 权 向 量 . 

因为 V ЕЖ, РАНТЕ. EIE, АЕ ;的 权 
HE о, 存在 ,使 得 ЕСЕ, 20,0, 8 ЗСС, F= jo. 

记 ъ= ЕСЕ _1)ъ ту = F(E) ВО 18 ЕСН) 
и, (jkvr XE А АК. 

F(EDv FEDRE- Do FLE Elv; 
. FF(E- DFE Dv; =2F (H o= ў. (1. 6) 
用 归纳 法 假设 :对 任意 自然 数 上 ,有 
ЕСЕ, ujak RHL Voip (1.7) 
则 
F(E v,a =F (EDF Ev 
=F (E1, E- Dvj- РЕСЕ DF(E vja 
=2F (H vja tk(2j— k+ DFCE. vi 
=2(j—k)vu itk (2j— k+ 1v- А 
== (+1) (23—00. (1. 8) 
因此 ,(1.7) 对 任意 自然 数 都 成 立 . 

出 于 V 是 有 限 维 的 , 故 一 定 有 非 负 整数 j* 存在 ,使 得 v,-,* 550 和 

FlE_ v7 =v ;+1 一 0, 称 j 一 Jj" 为 最 小 权 ， 在 (1. 7) 内 令 k= 7 2 


则 有 у" к ‚7 жаен. 五 的 权 已 有 Lj > 
йы раа УЛ? :十 1, 一 去 六 WENE j" +14 ЖЕ Ж. 用 W 表 
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示 由 权 向 量 vovv ERA V 的 子 空间 . 容易 看 到 Y XEA4(O 
(3,C)) ,FCX)WCW, 称 W 是 表示 下 的 不 变 子 空间 ,而 且 W 内 没有 表 
Ж Е 的 非 零 不 变 真子 空间 . Ш У,у рэз F 的 非 零 不 变 
ята], ДИКУ E F 的 作用 下 是 不 可 约 的 , 称 玉 是 A(COC(3,C)) 的 一 
个 不 可 约 表 示 . 
定理 1 设 F 是 A(O(3,C)) 的 一 个 不 可 约 表示 ,表示 空间 为 V ,于 
是 dimV==2; 十 1; 其 中 j 为 非 筑 整数 或 半 整 数 ,而 且 可 以 在 V 内 选 一 组 
Ж Uvjet vjr E FUH Wn = то, , ЕСЕ Уо, 0,1, FCE 0n = 
m(2j—m 二 lv эз зн 00 От ў, 31,00,38). 反之 , 任 
给 一 个 非 负 整数 或 半 整 数 j, 可 由 上 面 公式 来 定义 A(O(3,C)) 的 一 个 
以 7 了 为首 权 的 不 可 约 表示 下 . 
证 明 现在 只 须 证 明 最 后 一 句 话 即 可 . 设 下 是 满足 定理 内 公式 的 
ACOG CNA YVO RRES- 由 于 
[FH), F(E) јо, “FDF E Jum ЕХЕ, DFH vn 
=m 2j—m +F (H Jom mF LE, Уо, 
=m(2j—m +1) оп 100, m? (2 j—m+1) 


t Unia 
=m 2j— m+ 1) 
=F E Uns (1.9) 
所 以 
: ГЕ\Н›,Е‹Е,)У]=Е‹Е,). (1.10) 
完全 类 似 地 ,可 以 得 到 
[F(H), F(E- D) ]=—FÆ-)s (1.11) 
ГЕСЕ, ),Е(Е_,)]1=2Е(Н). (1.12) 


由 此 可 以 得 到 是 李 代 数 ACOC3.0C)) 到 李 民 数 BC) 内 的 一 个 同 态 . 
现在 来 讨论 一 般 的 复 3 维 单纯 李 代 数 的 不 可 约 表示 . 设 9 是 一 
个 复 3 维 单纯 李 代 数 , 则 有 
外 一 五 电 9 中 9 (1.13) 
这 里 , 鼠 是 gs 的 一 个 Cartan ТАА, dimH=1, 9° AAH es Eg“ 
内 有 基 e_。; 使 得 Y АлЄН, 6 
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[#,е„]=‹4(Л)г„,[В›,е—„]==—е(һҺ)е—,› 
[е, ,е_.]= — H (1.14) 
这 里 H, ER < 在 HARRA .Е Жз л К.У 是 表示 
空间 . 对 瑟 内 任 一 非 零 元 素 ,F(h) 在 V 内 有 一 个 特征 值 ФА), ЛУ 
地 ,有 一 个 特征 向 量 van s WE F van =p Mv 由 于 所 是 一 维 
的 ,利用 下 的 线性 性 ,可 以 得 到 Y МЄН ,有 Ah'=ah, 这 里 a€C,F(h') 
око аР Ch vgn maphum 令 ph Sah) W pE H ETR 
性 函数 .用 vs 代替 vem WAT H 内 的 任意 h, 有 
Е(Һ)т„=фХА)®,. (1. 15) 
жа, 不 依赖 于 五 内 元 素 的 选择 ,并 且 与 下 的 不 可 约 性 无 关 . 与 4 
(Ot3,C)) 的 人 情况 一 样 , 称 8 为 表示 下 的 一 个 权 , 称 对 应 的 向 量 ww 为 一 
个 权 向 量 ,p(A) 作 为 如上 的 线性 函数 ,一 定 存 在 Н 上 唯一 一 个 元 素 
已, 使 得 г) = (А.Н). 这 里 (,) 是 多 上 的 Killing 型 . 
类 似 AOG CD 的 情况 ,有 下 述 等 式 
FCF (е), = (Н„+ Н„,һУЁ<е,„®ь, 
FCF le „Уо (Н, Н..ЮЕ(е ъ,. (1.16) 
这 留 给 读者 作 练 习 . 
当 下 (er)u* 天 0 时 ,从 (1.16) 的 第 一 式 可 以 知道 正 (es)vy 是 对 应 于 
权 ga 的 权 向 量 . 
由 于 V 是 有 限 维 的 , 则 一 定 有 非 焦 整 数 g 存在 ,使 得 о, = (Е 
(е.) “0,520, Е(е.)ул = 0,0 8 „о, УУ РМ pHga 的 权 向 量 , 称 4 为 
首 权 . 
类 似 地 ,有 非 负 整数 p 存在 ,使 得 (FCe_ 0) 7,560, (Ее „007, 
二 0， 这 里 (Fle_。.))?vy 是 对 应 于 权 р— ра 的 权 向 量 . 
1151 А о. = (EF leav А 6-1,2, s ШК о, 0, Ее.) 
0л 0. 现在 证 明 


Fedu =t [а Р |н, Нш. (1.17) 


х, 是 大 于 等 于 一 1 的 整数 , 记 vo 二 vA， Ha 是 首 权 А 在 Н A ÁS EK 
入 ,五 4 一 五 十 4 五 。p_ М V 内 的 任 一 向 基 " 
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当 上 一 一 1 时 ,(1.17) 式 的 左 、 右 两 边 皆 为 零 , 等 式 成 立 . 设 当 上 
时 ,(1.17) 成 立 , 考 虑 十 1 时 ,有 
Е (е.)хьъг = Е Се) Ее Ui 
= Е([е,,е_, Dury HFE le-a F (ел) 
| НАН, 
=-F H vun + Ot DY IH HDF е. эш, 
=— (Het (Qq kHH H dun +1) 


XAH H, 
е РӘ СН, He 


БИр Ир: 2‹Н,Н.) 
= ®+@[#+1— у Н. Н vn (1.18) 


因此 ,等 式 (1. 17) 的 确 成 立 . S а= р-а, WAO 17? 可 以 得 到 


__ 2‹Н„,Н.) 
Ран. тру: (1.19) 


于 是 


_2‹Н„.Н„) 
Pa 7H, ну (1.20) 


S W EH votit Vt KRAI V 的 子 空间 . (ЛА(ОСЗ,С)) ЖЕН] 
约 表示 概念 完全 适用 于 一 般 李 代数 .Y XEg, 容 易 看 到 F(X)WCW， 
如 果 下 是 不 可 约 表 示 , 那 么 W=V ,dimV 二 p 十 g 十 1. AX H Ж g йу 
一 维 子 空间 ,所 以 有 复数 了 存在 ,使 得 Ы, =)Н., ЭВА Л ја, 利用 
(1.19), 可 以 得 到 2j==5 十 4; 因 此 的 所 有 权 是 A,A 一 a,*… ,一 A 十 a， 
—А. 于 是 我 们 有 下 面 的 定理 2. 

定理 2 如 果 下 是 复 3 维 单纯 李 代 数 9 一 互 四 引申 g “(Cartan 分 
解 ) 的 一 个 不 可 约 表 示 ,V 是 表示 空间 , 则 已 的 权 是 4,4 一 c，…, 一 4 十 
а, А, НТЕЛЕ У KHE vvo ,vo4o; 满 足下 述 公式 :YY AEH,F 


Cs= (Н, ЕН, hv Fle_ „оь, F Cedu = +1004 


а ЛОН, НЫК Ж. Ha H. 分 别 是 权 А.а EH АЊА, 


e-。，es 分 别 是 g“,g 的 基 向 量 ,而 且 有 关系 Le.,e-.] 一 一 H.,k&=0,1， 
2,…; 思 十 q. 反之 ,上 面 的 公式 决定 了 gs 的 一 个 不 可 约 表示 ， 
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证 明 ”我 们 只 要 证 明 最 后 一 句 话 就 可 以 了 . 
ЕСА ,е„}3ъ,==ае(А)Е<е„)ю,„==а@(һ) ра уоьэ 


` 1 2‹Н„,Н.) i 
这 里 шыл 7510-1 CH.,, Hb KH. H.) 


[F (A), F (ea) Joa =F AIF leve F eD Fhv 

= pan FC hvr- — CHa kHah)F Cev 

= pm Ha k DH ash Jus- — Ha kH.ash) 
Фа пов = pa- ОН, АУ 1 

= а(А) piv у =а(Һ) Ее)» 


所 以 ,有 

ЕСГА,е„1)=[Е‹(А) ,ЕСе„) 1. (1, 21) 
类 似 地 ;可 以 证 明 ，; : 

Е([е.,е_.]) = [Е(е),Е(е..)], (1. 22) 

Е[^,е_.]) =[ЕАУ, F Ce-a) ]. (1. 23) 
上 上 面 两 式 留 给 读者 作 练 习 . 


$2 SU(2) 的 不 可 约 西 表示 
从 第 三 章 8 11 知道 SU (2) 是 SO(3,R) 的 通用 用 盖 群 ,现在 ,我 们 


要 建立 两 者 之 间 更 明确 的 关系 . 记 1 ЖИЕ | |,—1 зш 
=] 0 
| 0 Е 


定理 3 SU (2) 的 伴随 表示 是 SU (2) 到 SO(3,R) 上 的 一 个 连 
续 同 态 ,这 个 同 态 的 核 是 及 一 TIT; ,SU (2)/{ITU 一 I,} 微 分 间 构 于 
SO(3,R). 

证 明 ”由 于 SU(2) 是 一 个 紧 致 连通 3 维 李 群 ,由 第 三 章 定理 31 可 
以 知道 SU(2) 的 伴随 表示 像 Ad(SU (2)) 是 OC3,R) 的 连通 子 群 , 则 Ad 
(SU (2))CSOC3,R). 下 面 证 明 Ad(SU(2))==SO(3,R). 

我 们 知道 
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ACSUC2))= {AEgI(2,0)1 А'+ А=0,ТгА=<=0}, (2.1) 
Вр 


А500)= | н ш! | (2.2) 
Е b+ci —ai abc ER) і 
令 
110 i 110 Ёё ifi 2 
=== 3 = + чи , 3) 
С | | ji В ЛК а ы ч 


则 4《SV《2)) 内 任 一 元 素 是 XX: ,XXX 的 实 线性 组 合 ,由 直接 计算 可 
以 看 到 | 
(Х,,Х.]=Х,.(Х,,Х.]=Х,,[Х,.Х,]=Х,. (2.4) 
从 这 里 也 可 以 看 到 李 代 数 ACSU (2)) 同 构 于 李 代 数 ACSO(C3,R)).Yz 
ЄК, 
Ай (ехреХ,)Х = (ехр/айХ,)Х, = ж. 


=, БиХ, рех, 
l s е -ie l a 
rt Xat H Lyr’ 《 ОХ ут 
«СХ +e (сове? X, — (sint) Xs. (2.5) 


类 似 地 ,有 
А4(ехр,Х,)Х, =X; sAd CexptX:)X; = (віпі) Х,-Е (cost) Х,. (2. 6) 
сої 0 sint 


因而 Ad(exptXz) 等 同 于 矩阵 | 0 1 0 |. 采用 同样 方法 计算 ， 
—sint 0 cost 
cos? —sint 0 


可 以 得 到 Ad lexpt X 8] FEE 


sinź cos? 0). 
0 0 1 


现在 来 分 析 SOG,R). 
设 R 内 两 个 具有 同一 原点 的 坐标 系 为 Олуг 和 Ox" yzx" ,z 轴 与 
z’ 轴 的 夹 角 为 p SKS y 平面 交 xy 平面 于 直线 &, 用 ei,es ,es 
分 别 表示 zyy*z 三 个 轴 的 单位 正 向 量 , 用 ef ,ed ,et 分 别 表示 ray, 
< "三 个 轴 的 单位 正身 量 . 选择 直线 & 的 单位 正 向 量 e, 使 得 es Хез 就 
Æ e 的 方向 ,向 量 е 绕 > 轴 按 道 时 针 方 向 转动 p: 和 角 转 到 向 量 e OSyp 
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二 2x,e 绕 > 轴 按 道 时 针 方 向 转动 内 角 转 到 向 量 er ,0 入 加 二 2 容易 


е =вїпф singe, — singncosgses —cosgies: 
е==с054,е -ѕіпфзез, 
еў Хе= —cosg singe, 1-соѕфісоѕ њег -Евїпф ех, 
ег = cospe tsingaes хе 
= (созф%сов@—созф,51пф581г» Je, 
+ (вїшф»со5ф;-Е+со5ф,усоз»вїтф Je: -{Евїп{ 051пф;е › 
ez =e} Хе = — (созфувїпф5 十 cos 册 SinWzcoswa е, 
+ С яіпфѕіпуз Бсоѕвф.соѕфзсоѕўз)е, -ѕіпфсозфзез. (2.7) 
R 内 两 个 具有 同一 原点 的 坐标 系 Oxyz 和 Oz! y*z* 的 坐标 变换 
矩阵 恰 是 一 个 行列 式 为 1 HEZE. 反之 , 任 一 个 行列 式 为 1 的 正 
ЖЕБЕШ ДЕЕ Т ERER Олуя 到 Or yz “的 一 个 旋转 
从 (2,.7), 可 以 看 到 
(er ,ez эе; ) 一 (elyezre3) 


'созф%созф 5 — соз эіпфоѕзіпуз — (cosypzsingst cospsingscosgy) зіпфзіпфт 


а |singcosgstcospicospesings  — singz singi -еоқфусоѕфгсов фз —вїпфсозф2 
| sinpisinga singicosgs cosg 
cost Hp) 一 sin(-2 +p) 0 


енене) sinc hg) cos Etg) 0 


0 о 1 


0 1 0 


sing; 0 созд 


3r „ЗТ 
КР Ее РУУ сов(-5--_фз) 一 sin( Hp) 0 
sinc +ga) сов СЭЛ +ga) 0 


0 © 1 
一 (evezyes)Ad (exp( ХАА (exp. а) 


. Ай(ехр(®=*+5)Х,). | (2.8) 
所 以 ,Ad(SU(2))=SO(3,R). 
现在 ,我 们 来 确定 SU (2) 的 伴随 表示 Ad ЮВ М, ER N KER 
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а 


一 个 元 素 B= | 8 i ;这 里 a a 二 BB=1,Ad(B)X,=X,,Ad(B)X, 
= @ 

=X; MY t E R,exptXz =exptAd (B) X, = ВехрХ,В-!, ВехріХ, =- 
CexptX B, 2,,Ве'® = еВ, 990 ВХ,=Х,В. 类 似 地 ,有 BX, = 
Х.В. 利用 X: X: 及 瑟 的 表达 式 , 有 6 一 0, 和 а 是 实数 ,于 是 а= +1. 
反之 ; 当 В= +1, Е, 的 确 有 Ad(B)X,—X,, Ad(B)X: =X; Ad(B)X, 
=Х. 由 此 可 以 得 到 SU C2)/ {TU 一 I} 代 数 同 构 于 SO(3,R) ,利用 紧 
空间 到 Hausdorff 空间 的 1—1 到 上 连续 映射 为 同 胚 可 以 知道 :SU 
DALU 一 J} 微分 同 构 于 SO(3,R). 

定理 3 告诉 我 们 伴随 表示 Ad 也 是 SUORA SOG POLHA AE 
A Mi H. Poincaré 群 仅 两 个 元 素 . 明确 了 SU (2) 和 SO(3,R}) 两 者 的 这 
种 关系 ,本 节 仅 讨论 SU (2) 上 的 表示 ,下 节理 来 讨论 SOB, REHE 
示 . 

人 一 {= 22) аз ЄС Я 2 维 Euciid 空间 ;我 们 定义 映射 Е.С? 
X SU (2) С°. F(z sza)» |“ В 


= а 


| 2 == (аг — Ëz, Ва; +ағ,). FHA 


а В| (У д 
SUDE C EWAN .下 满足 :F((xzi,z2)， | z А | э i )=F 
—p а]\{—@ф Y 


РВ, “ a Р "| 另外 ,满足 FC „(22 
"л ар в р" Юа 
= (ziz). 

V, 是 由 两 个 变 元 的 = 次 齐 次 多 项 式 组 成 的 复 "十 1 维 线性 空间 ， 
用 e 表示 第 一 个 变 元 的 ”次 方 ,es 表示 第 一 个 变 元 的 一 1 次 方 乘 上 
第 二 个 变 元 ,… ,e, 表示 第 一 个 变 元 乘 上 第 二 个 变 元 的 z* 一 1 次 方 ,er 
表示 第 二 个 变 元 的 次 方 , 例 如 elz sz) 27е (21, 20) 二 zt 'т,, 等 
ЗЕ D errer езе 8. 

在 SU(2) 内 任 取 一 矩阵 АСА) У, 到 了 .的 一 个 映射 ,由 下 
ЖЕ Х.У SEV, 

ОСА) zise) == filz z) А). (2.9) 
定理 4 WU" 是 SU(2) 的 nn 一 1 次 复 表示 - 
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证 明 У АЄ50 (02), ABARA UAA D=U" UD) = dV, 上 的 
а). у А,8Є507С2).у JEV 9 
СО" САО" КВ) Р) (з зх) =U СВ) fz za) A) 
= f( (z; sz) АВ) = О САВ) f) (2,2). 
这 里 ,注意 到 fKr A = / СЕС (2,,2,),А)). 因而 有 
"AU (B) =U" (AB). (2. 10) 
EA U" 是 SU(2) 到 GL 十 1,C) 内 的 同 态 . 
现在 证 明 U” 的 连续 性 . 
令 A= | з А ‚24 1<А<н+1 时 ,有 
СГ СА ?е, ) (21.2, ) ==е„( (=, ,2.)А) 
=e, lazı — Pz, „Êz 十 azy) 


= (ат —— fz) "+t C Bzr Her) 


严 一 站 十 1 


a 2) Сіма) ^+! 
= 


t-i 
: (Fead! 2 CE Prd az 
nk 十 1 & 一 ] 


ЧА Р Ari 
== 29 Dy IC a i 
{=0 


j=0 
e (— Yei (21 .2,). (2. 11) 
那么 ,有 
上 2 2) СУС ла а С Pie (2.12) 
Hm UNDAF А 是 连续 的 ， 
н+ 1 


有 了 定理 4, 现 在 在 V, 上 定义 内 积 过 ,>,Y PEy ,p= D ases» 


axl 


j= oben A 


a—k+1k—1 


下 十 1 
<р >= DD! (kH)! аф. (2.13) 
att 


记 а= 《aaz)yai 2 和 人， 令 Ф, = Dena aie ЖЕ ЖЗ Ф. (2) 9 
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Z3 ) == (aizi taz)". 记 ф= , s93) sD sb: ЄС, Wi 


"+i 
Lp p> = 2100—10) (nk +D! (С Va а br 6 
n+! 
=n) С ава 
=n! (а,б, -Hab 
=n! а,Ь)". (2. 14) 
ІХ 8 (а,6) а,б, а, № С? 空间 的 Hermitian AR. 
| 7 СА), ) Cz 20) = PCl) А) 
= ф lazı — Pzr, Ва Haz) 
= [ (а, (ах, — fz) +a (fz taz) } 
=[ (аа-а: 8)=, +a ftaa) F 
= Ф,дт (21523), (2.15) 


а = 
这 里 аА? = (а, s&s) р = | == laata, — ap tag). 
@ 
所 以 


UCA) = aT- (2. 16) 
因而 
CART LAVAD = Ra pa С> 
=n} (aA, bA Y =n! lab = <P p>. (2. 17) 
下 面 证 明 焦 合 {glaE€ СУ, 的 一 组 基 . 令 а,=(1,0),а,= 


209 li 


2xi 2Ёя\ 和 
《le CI 一 (1en ) ,а„=(1,е ›.аһ+1= (0,1), Д] Ф, = 


п+1 "+1 


209—1) 2%; Zkia- ре 
= 一 le Рев 
еф, = 2С eE es, tr, Po, C mra = 
s=} 


=з 
2692 DG 一 1 
le 
0З 73 е, s Pep Enti 


如 果 能 证 明 poop ,是 线性 独立 的 ,那么 集合 {m1a€E 07) 的确 
包含 V, 的 一 组 基 . 


n+l 


如 果 有 十 1 个 复数 aa ME зар, = FERF а, 
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хе ,oo 的 线性 方程 组 ; 
а, 十 oz 十 一 0 


2лі Zaki 2r{n—1)i 
ае» Бате ” 十 … 十 ome Ы =0, 


(2.18) 


2л L; ?х(л—1)#. 
ае л +. а, уе 


+++ Ба, 12 0. 
利用 Vandermonde 行列 式 知 识 可 以 知道 ; (2.18) 的 系数 行列 式 
bh єт” е 0, НД а з-за, З. 

从 上 面 的 叙述 可 以 得 到 VY Фф, ФЄУ,.У АЄ 50702), 

<Ш"(А)ф,Ш"( А) >=<ф,ф>. (2. 19) 
这 表明 И" СА) У, 上 的 一 个 西 算 子 ,我们 称 U 是 SU(2) 的 一 个 nn 十 1 
次 本 表示 . 

李 代 数 表 示 中 的 表示 空间 .不 可 约 表 未 等 概念 几乎 可 以 原封 不 动 
地 搬 到 李 群 的 表示 理论 中 来 ， 

定理 5 对 任何 非 负 整数 mw,SU(2) 的 十 1 次 西 表示 U 是 不 可 约 
的 | 

在 证 明定 理 5 之 前 ,我 们 先 证 明 一 个 著名 的 Schur 引 理 . 

Schur 3l 理 (1) ЖЕЙК M 的 = 次 复 表 示 互 是 不 可 约 的 ,那么 
与 表示 空间 7Y 工 每 个 线性 变换 ЕС) (У zEM) 都 可 交换 的 线性 变换 
一 定 是 i,, 这 里 AEC,1, EV EEFT. 

(2) FEFE Ми ЖЖК, В М {4AE€g! (V)|AF(x)= 
FA, Y EM STES (AL [EC}), 则 下 是 不 可 约 的 ， 

证 明 (1) 记 和 N 一 {AEqQW|IAF(z)=F(r)AY TEMI},Y А 
E N,, 线 性 变换 4 至 少 有 一 个 特征 值 A€C. 记 V={vEV|Av 二 加}， 
У. ЖУ 的 一 个 非 零 线性 子 空间 .Y vEVi,Y reM. A 

АСЕ Crj) = Е(х) Av=A F (x)0), (2. 20) 

Ш Е(2)тСУ,. 因此 ,Vi 在 FF 的 作用 下 不 变 ， 由 于 F 不 可 约 , 故 一 定 
ФУ, =, ASA. 

《2) ARER. WR 屎 是 可 约 的 ( 即 不 是 不 可 约 的 ), 那 么 存在 了 
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2х{я--1)7, 
л 


+: фае т =D, 


的 非 零 真 子 空间 Vi,Y rEM, Fl) VCV УЕА <, >. CE 
FORKERTE. V= DV EAR DEAF REW V ЖЕЕ 
EFV, 的. 
Y EM: Y mEVI:y vyEV,, 由 于 
<F(r}v m=<Fr DFOr)vw Fr o > 
=<50,,Е(х о) > =p, 
因此 ,Y: E F 的 作用 下 也 是 不 变 的 . ОХУ тС М,Е(х)У, СУ, 的 说 
E DV оС У, о, V У, 上 的 投影 映射 P 满足 Pv=vi, 下 面 证 
HH РЄМ.Ү хЄ М, Ф| 
Е(х)ъи= Fl) tr (rvs, 
РЕС‹хт)т=ЕС)ъ,=ЁЕ‹х)Ре. (2.21) 
于 是 РЕ(х) = Е(х)Р,РЄМ№. Жі) P=, {8 P= P, W А = 
4,4 二 0 或 4=1. 当 2 二 0 时 ,表明 Vi 是 零 空 间 ; 当 4=1 时 ,Vi==V, 这 与 
Vi 是 V 的 非 零 真子 空间 政 逢 ,所 以 是 不 可 约 的 . 
把 Schur 引 理 中 的 李 群 换 成 李 代数 ,也 有 类 似 的 Schur 引 理 . 
接 下 来 我 们 来 证 明定 理 5. 
证 明 由 Schur 引 理 (2), 只 要 证 明 Y AESU(2), 当 BEgL(V,) 满 
Æ BU”"(A)==0"(A)B 时 , 必 能 推出 BB 二 27.41 就 可 以 了 ， 


|а 0 
Ж а 是 任意 一 个 绝对 值 为 1 的 复数 ,那么 E= | 1 ESU). 
а 
kn 十 1， 
(UCE Jer) ziz) =e ( (zi ZF) 
=e lazi y а= (an Y С 
=a" 296021,2), (2. 22) 


因而 ,有 U"(E)ea=a”™ е. 
т+] 
今 Be, = УЗУУН 
j= 
nti 


U" (Е) Be, = Эс" (Е)е, 
23= 1 
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я+1 


= Уса, (2. 23) 
у==1 
ОЕ) Ве, = BU" (E Jesa" Ве 
я+ 1 
=q t > гй: (2. 24) 
Іі 


由 于 а 是 绝对 值 为 1 的 任意 一 个 复数 , 则 当 5А В, 0, 2 


Ве, = Cift | 
cost 一 Sintf 


取 Ко) =| ,1Єк,К0) Є 8042), 4 RE ВЫ" (К 
5ш? соё 


(DD)=U"(KG))B. 而 
U” (KDE Czas z2) 


=f { (21 ,252К()) 
= (21С05#4- 2,510)” 
n+l А 
== DCi teost tsin ме, (а ,2,) 多 | (2. 25) 
那么 
ntl 
UUK Ge = Z Ci teost 4+ вітае, (2. 26) 
"+1 ` 
BU"(K(t))e = ЭСЕ соз Hirsin" Be, 
«+1 


== 24 C$ leos” tlisint ltteers 
=} 


UKG) Ве =c UCK) )е 


+1 


=t; > Ceos" tt tein" ue , 
k=] 


于 是 ,YE 只 ,有 
atl "+1 
кез сов" ttissin: teer 一 Cl 2 Сё teos" А+; 
=] =} 
* sin*™ ltes. (2. 27) 


È Pac OKKH, HIA BS cnn UU" 是 不 可 约 的 西 表 
Я. 
定义 5.1 F 是 李 群 族 的 一 个 次 复 ( 或 实 ) 表 示 , 由 Xr(z)=TrF 
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CY EMELE MERR Х, 称 为 李 群 M 的 ”次 复 表示 下 的 特 
征 标 ( 简 称 为 特征 标 ). 

对 于 复 л 维 线性 空间 V, 当 VV HÆ eane 固定 时 ,我 们 再 一 次 重 
申 ,V 到 Y 上 的 可 逆 线 性 变换 的 全 体 GLCV) 等 同 于 GIL(n,C). 

定义 $.2 V 和 W 是 两 个 复 n 维 的 线性 空间 ,F, MF: 分 别 是 李 
群 M B) GLV GLWA n KERR WREE V aW 上 的 一 
个 线性 同 构 ,使 得 Y хЄ М.Ж ЕЕ, (х) == К,(х)Е, ЖЯ Л Жл Fi 
和 zs 为 等 价 的 表示 , 记 为 FF. 

在 上 述 定 义 里 ,把 李 群 M 换 成 李 代 数 g 可 以 得 到 等 价 的 李 代数 
表示 的 定义 . 在 李 群 和 和 李 代 数 表 示 论 里 ,两 个 等 价 的 表示 往往 不 加 区 
я}. * 

特征 标的 性 质 ATER M 的 次 复 表 示 特 征 标 , 有 以 下 简单 的 
EM: 

(1) 如果 Е,Е2Е,, ШУ LEM, Xr бх) = Хк, Сх). 

(2) Х(хух ') = Хк(у). 

G) e Æ M HAMI, Xrle)=n. 

证 明 D RA TrF (х) =Tr(F F (ЭР) = ТЕЕ, (г). 

(2) Х,\хух')=ТтЁ(хух!)==Тт(Е(лЕСУ)ЁЕ(хт!)) 

=Fr(F(2)F yF) H) =TrF Су) = Хғ(у). 

(3) Х.е) = ТЕ e = Tr, =n. 

现在 ,我 们 来 建立 紧 致 连通 李 群 的 不 可 约 酉 表示 与 特征 标 之 间 的 
密切 关系 . | 

定理 6 是 一 个 紧 致 连通 李 群 ,M Н я ҮК Жел ЕЁ 是 不 可 约 的 


saraje orna N Æ М 的 Haar 测度 . 另外 ,MM 的 


РЧ п КИ Жл Fr ,Fe 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 Ж, == Хк2 • 
证 明 БЖЖ ШЕМ ЛК И л Р Гу йу, їр 


Ех) = (uyla) ) s Xel) = uyla). 取 任 意 一 个 nxn 和 矩阵 4, 令 


s-r CAF TDA, | (2. 28) 
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ү yEM, i 


ЕЧу)ВЕСу 1) = 1ЕСу)Е(х) AF DFO ЭЙ, 


Е(ут) AFC (ух) DAQ, 


| 
| 


Ех) АЕ(= 0, 


А 


(2.29) 
因此 а. 又 гама 27, MWAH Schur 引 理 ,B 


=АМ.АЄС,А= 1Т:В. $ A 一 Ey( 第 i 行 第 j 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 均 
为 零 的 第 阵 ) ,由 于 | 


А, 一 [адга (т^! A 
i k=1M 


a Crua lr A, 
M 


Е 8 (Tu (TN,, (2. 30) 
因而 
а, = > | 
м }=1М 
= 22 ada) 
=лА. (2.31) 


що; 3 В, М (2. 30) 可 以 得 到 


nAd, = ане 7 0, 
2 


-ao 
一 人 , ‹2. 32) 
则 а=. 从 (2， 81 可 以 知道 jx (zy 元 CD. 一 1 


反之 ， 已 知 jc 元 G59, 一 1 我 们 用 反 证 法 来 证 明 M Ën {КҮЧ 
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ЖЕМИ НЧ. 如 果 表 示 空 间 V 能 够 分 解 为 一 些 在 FERFE 
变 的 非 零 真 子 空间 У,(1<сг<Л) КИЯУ =V OVD eDV Y vE 
Vi Y TEM, 定义 Е (х) =Е(х)о ia F= FO eF: 

F 是 紧 致 连通 李 群 M 上 一 个 二 次 本 表示 ,我 们 首先 证 明 已 能 够 分 ， 
解 为 一 些 不 可 约 表示 РСА НН К = FO DF | 

对 表示 空间 V 的 维 数 进行 归纳 . 4dimV=1, F ERER E 
的 . 假如 当 dimV <n 时 ,FF 能 够 分 解 为 一 些 不 可 约 表示 的 直 和 . 考虑 
dimV 一 4, 如 果 下 是 可 约 的 , 取 V ЖУ 内 在 F 作用 下 不 变 的 最 小 非 零 ， 
真子 空间 ,1dimVi< 之 n,V =У,ФУ,,У, E Р 的 作用 下 也 是 不 变 的 ,而 
Н dimV; 专 n 一 1. 由 归纳 法 假 没 ,V; 可 以 表示 为 一 些 在 只 作用 下 不 可 
. 约 的 子 空间 的 直 和 ,因而 下 能 够 分 解 为 一 些 不 可 约 表示 FOSSE) 
的 直 和 . 

我 们 把 等 价 的 不 可 约 表示 放 在 一 起 ， 如 Е, <Е,,,. 10 Е, ФЕ,, 5 
2Fj, ;那么 下 可 约 , 必 导致 

F2m Е Фт,Е,Ф--:Фт,Р,. (2.33) . 

ІХ т, "т, 都 是 自然 数 ,F，,…, F, 都 是 两 两 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
从 对 应 表示 空间 Y 的 分 解 , 可 以 得 到 


Хғ = 5: туе (2. 34) 
如 果 我 们 能 证 明 当 j 关 /时 ,| x себп, WAR f 
frorn- ш соўу боп,=! 


可 以 知道 Zm =1, FÈ s=1;m=1,F=F R5 F НВ 
Б. 
现在 我 们 来 证 明 当 jÆ 时 ， 


| СХ, (2)0, 0. (2. 35) 


Ў Е, Хп, KER,F, В 次 表示 , 取 A Еа, хл, Шш. 
Bnn 令 “ 
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в | E DARGA, (2. 36) 
B & п; X Ж ВЕ ‚у уЄє 1, 得 


F; BF: Су ') -|e ovara, 


-|r oaren. 
= В, (2. 37) 
В Ёп, Xn ЖЕ ХУН F 的 表示 空间 Y, 到 ;的 表示 空间 Vj 的 一 个 
线性 变换 , 当 VV: 的 基 取 定时 ,这 个 线性 变换 对 应 于 和 矩阵 В. 
由 于 这 个 线性 变换 的 像 在 下; 的 作用 下 不 变 , 因 此 像 等 于 0 或 等 于 
ү, 当 这 像 等 于 у, 时 ， nen ES п;= п, В 是 Ү, 到 V; 上 的 一 个 线 
性 同 构 ,这 导致 F; 与 F 是 两 个 等 价 的 不 可 约 表示 . 所 以 上 目前 情况 
下 ,只 有 В=0. 
于 是 ,对 于 任 一 个 nxn EEA A 


[r warana. (2. 38) 


ЖА 是 第 * 行 第 上 列 元 素 为 LERRA О nX a ЖЕЕ. Fa) 
一 (as(z)) Fz) = bnk) M _ 


Э; ааз (2. 39) 
p=] 9-1 м 
于 是 ,有 | 
jeomceroa=o (2.40) 
Вр 
| собо. =о. (2.41) 
所 以 


| t DDA, = 2 > | an (OBN, 
一 0. (2.42) 
如 果 一 开始 设 n 之 n;, 则 用 上 面 方 法 ,有 
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отса, 0. (2.43) 
将 (2. 43) БӨЛ ДЕЗЕ, {Л В (2. 35). 
现在 来 证 定理 6 的 后 半 部 分 , 当 Fr EF: 时 ,显然 Xr" = Хк. 到 


L 当 Xr 7 = Хғ, 时 , 设 Ет <2т Е.Ф: Dr Р, AE Mile" se, 是 自 然 
Ж.Р, ,下 ,是 两 两 不 等 价 的 不 可 约 表 示 - 那么 , 当 ISS, 时 ,有 


| Хғ усо, | Xr, Cx) Xe (XO. (2.44) 
因而 在 Е; 的 不 可 约 表 示 的 分 解 式 中 ,F; 出 现 了 恰巧 т, К. 于 是 
Fr 2m F B-m, F.F; . 
为 了 确定 SU(2) 的 所 有 不 可 约 表示 , 先 做 些 准 备 工作 . 
5 н= К r (6ER) ,对 SU(2) 内 的 任 一 矩阵 4, 一 定 存 
0 e! 


在 SUD ЧЕ Е ВЕ В. {Н ВАВ = НӨ), А=В-!Н(8)В.„% 
里 9 是 某 个 实数 . 

W Н= (Н) 0ER}. H 显然 是 SU(2) 内 的 一 个 Abel FH, WR 
有 另 一 个 Abel 子 群 H, 包含 五 ,我 们 要 证 明 Н,у= Н ,Ё] H 是 50 (2) 
内 的 一 个 极 大 Abel 子 群 ,又 称 为 极 大 子 环 群 . ЖЕН, 内 任 选 一 个 矩阵 


|, 下 E25 H AERAR PERV ERA 
| Н 0 er 0 | а 4 
— a, \ у eil о е-1@]\—# а 
那么 必 有 一 0, 即 太一 已. 而、 


ке], | |eeRj 是 SUC2) 内 的 男 一 个 极 大 子 环 群 


Ur 的 特征 标的 计算 公式 ”车 记 SUC2) 内 不 可 约 表示 U” 的 特征 标 
为 Xe 那么 ,有 


со59 —sing 


D хону) (gmsmEZ), (2. 45) 
(2) XAD =n lX = Il) ai). (2.46) 


( 注 : 对 SU(2) 内 的 任 一 矩阵 A, AAEE е*,е '°, W у„СА) S Xa 
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CHO), ХЮ 05ётт,тЄ7; 4 Ө= тл EX ARF у, (1,0 8 Х,(— 
1,)， 因 而 (2. 45), (2. 46) 给 出 了 507 (DAE — 8 Е) О” 的 特征 标的 
计算 公式 . ) 

证 明 从 (2, 22) 可 以 知道 


UCHO е, = е +28, у (2. 47) 
那么 
"+1 
x (HOD = Ze -+90. (2. 48) 


эщ 8 一 Xa CH (25т)) =, Hd =п+1; 
зи p= (25+1)я, 5Є2 时 (五 CC2s 十 1))) 
=% — hL) = (—-1)" (+1). 


эщ ос и 时 ， 
е” ет 一 ICa 十 3) 好 
Xa H (0) = — — 
B a ЖАМУ sin(a +1)8 
и е#—е—" sing 
зіп(я--1)0 „1. ёыл(л+1)9_,_.„ 
由 于 上 i lim ng 一 ?十 1 lim mg =(—1)" (a+ 1), 
ЖА XH ODE Ө ЈЕ АЖ. 


现在 利用 SU(2) 微 分 同 构 于 5° ЖАШ Н 5002) Еву Haar ЙІ 
度 。 

对 于 5° Ей (ту, тї, ху, жу), £ туү==сов@, х, ==51іпбсоѕф, r= 
sinbsingeosy = 5іпбзіпфіп КО @< жх,0<ф< ж, О 2л), 24 0—0, 
х 时 ,gy PEME. ц р=0,лх 时 ,y 不 能 确定 . F S = 0С, ,22,0,0) 
ES |At= E SLS 上 ,点 与 (9,9o%) 是 1 一 1 对 应 的 .由 二 
5' 是 一 个 零 测 集 ,我 们 可 忽略 不 计 它 - ES 上 第 一 基本 形式 是 

ds? 一 dxzi 十 dx-Tdz 十 dz3 


=de +102044) +sin? lsin’ pdg). (2.49) 
=d w, ==5іпдар, w =sinĝsingde , M} d =w + а-а. 
02 =, Л w № w == віп? Өѕіпфіб Ade A аф. (2. 50) 


在 左 移动 了 :( 或 右 移动 кр. (w) == tw (7 一 1 ,2,3)( 或 R; Cay) 
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=w") w = аут), Лог Aw =det |a; Cr) о, Л о, А оз, AE 
我 们 略 去 了 作为 下 标的 相应 点 . 由 于 左 , 右 移动 映 S$; 上 的 点 到 5° E, 
左 , 右 移动 属于 O(4,R), 且 由 于 5° 是 连通 的 , 左 移动 集合 (并 -jz= lr, 
хэхэх ОСЗ) (К, |= (хохол) ES} 都 连续 依赖 
于 zz; 因此 它们 都 是 SO(4,R) 的 子 群 . 由 此 可 以 知道 det |а; (2) | =1, 


昌 是 双 不 变 体积 元 素 . TEE 2.2 sinzbkingdg A йр Л dy 


是 S3 上 的 Haar 测度 , 它 也 是 SUD Е а 测度 . 
现在 ,我 们 来 给 出 SU (2) 的 全 部 不 可 约 西 表 示 . 
定理 7 SU(2) 的 任 一 次 不 可 约 西 表示 必 等 价 于 U(x 之 1). 
证 明 SU(2) 的 次 不 可 约 西 表示 为 ,那么 
J eoira- (2.51) 
这 里 全 是 SU(2) 上 的 Haar 测度 . 


КИ Са) (2)0,= эз [Р СН (0) Ух. СН Osin Osing 


d A dp A dg. (2. 52) 
х EAF = = ВА 和 时 ,这 里 а = cosb 一 isinfcosg, Й = 


singsingcosy 一 isinbsingsiny ,其 特征 方程 是 六 一 ta 十 a)% 十 1==0, 时 六 一 
2cos04 十 1 一 0. FE, HEEE ее е", ЯА (г) = (Ы (0)) = 
У.Н (6). 


从 (2.52), 并 且 利 用 Fourier 级 数理 论 中 的 Parseval 等 式 ,可 得 
| AOSA = oXr (H (Xr CHG) )зѕіпі0а0 
SU (2) r 


si] ЕСН ВУХ СН Oy sin:0d0 


一 4 f raro Vainge iao] д, TH singe" dð. 


(2.53) 
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这 里 已 利用 了 J_.Xr( 召 (9))singdg 一 0(0xr( 瑟 (9))sing 是 8 的 奇 函 数 ). 
由 | T , Ж 
[кэ )singe "#48 一 一 i | 


一 一 ! |на, (Н (0) )ѕіп2ваб 


ЕЕ ale (H (д) Nai (HO) )sinzpdZ 


一 一 ri | Ke TIX CEA. (2. 54) 
SUC) 
所 以 
| Xr CTIXF CLIN 
一 2, Х.х). TIN, f Xr TI 1 TI,. (2. 55) 
k=] SU (2) SU (2) 


ARIER EPSE- U OIRRE WREN ЮЖ | r 


“Crz7)0- 一 0. 从 (2.517 和 (2.55) 可 以 得 出 1 = REAT. 
所 以 ,作为 一 个 n 次 不 可 约 酉 表示 ,F 必 等 价 于 О. 


$3 SO(3,R) 的 不 可 约 西 表示 


利用 502) 是 SOC3,R) 的 两 哮 覆盖, 我们 可 以 建立 SO(3,R) 的 
不 可 约 酉 表示 . | 

从 上 一 节 知 道 ,SU(2) 的 不 可 约 丁 表示 是 U", 表 示 空 间 是 复 nti 
维 线性 空间 V., 基 向 量 是 e，…*eo+t 其 意义 在 上 一 节 已 经 介绍 . Ж 
么 ,有 

(0"(— Ier) Саз) er(— zis — za) 
| = (— z)" g) 1 (1), (аз), 
因而 
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Ш" СІ.) == (11,41. (3. 1) 
这 里 到: 是 БЕНЗ. 

如 果 n 二 2k(4 为 自然 数 ), 那 么 ,SU (C2) 到 GLCV,) 内 的 连续 同 态 
U 的 核 包 含 六, 一 六 FE AFH SOG WEA GLCV,) 内 的 连续 同 态 
Г, РА Аа=17°. 由 于 U* 是 SU(2) 的 不 可 约 西 表示 ,容易 明白 
Dt 是 SO(3,R) 的 2k 十 1 次 不 可 约 酉 表示 . 

定理 8 SO(C3,R) 的 任 一 不 可 约 西 表示 必 等 价 于 某 个 Di 

证 明 如 果 记 是 SO(3,R) 的 一 个 mm 次 Gm 宇 1) 不 可 约 酉 表示 , 那 
Ар. Ad 恰 决定 了 SUC2) 的 一 个 不 可 约 西 表示 , 它 等 价 于 某 个 U", 因 
而 存在 BEGLCV.) ,使 得 

U 1,) = Втр • Ad(—1,)B=B-'D()B=1,,.. (3.2) 

这 里 ,六 是 SQL(3,R) 的 单位 元 .将 (3.2) 与 (3.1) 进 行 比较 ,立刻 可 以 
知道 := 必 为 偶数 25. 因而 Р 等 价 于 成 , 以 及 mr 二 28 十 1 全 是 0 及 自 
ЖКО). | 
《 注 : 从 定理 8 也 可 以 明白 ,SO(3,R) 的 不 可 约 丁 表示 必 是 奇数 次 的 表 
Ж.) 

现在 我 们 用 另外 的 方法 具体 写 出 SO(3,R) 的 不 可 约 西 表 示 . 用 
W, 表示 由 三 个 变 元 确定 的 次 复 系数 齐 次 多 项 式 .可 以 这 样 来 求 W, 
的 维 数 ; 当 第 一 个 变 元 是 ;次 (0 志 s 志 nn) 时 ,由 第 二 、 第 三 个 变 元 确定 的 


复 系 数 齐 次 多 项 式 的 维 数 是 一 s 十 1, 因 此 ,dimW, 一 2, (n 一 s 十 1) 一 
atin). 


用 和信 表 示 R 内 三 个 变 元 的 普通 Laplace ЯҒ, САР) (х,у, 
SS ‚НФ H,= {FEW.IAF 
一 0}， 我 们 来 证 明 下 述 两 个 引 理 . 

引 理 1 Н, 是 W, 的 2л 1 维 线性 子 空间 . 


证 明 УЕЄҮЎ„,Е(г,у,к)= 2 ДаР, Су 2), RE, Fy) 
yoz Ank ЖЯ ЭРК. 


• 214 · 


‚АЁ lz yz)= Ès 


(&— ау" TIF, Cys) 

1 aE) | #Ё,Су+т) 
РЕ ВИ ал) 
ГЕЗ Же | 

= > Ез „+ Тер 
че (3.3) 


È d #Е, Ы 
ДЕ=0 34 Н Р, (ух) = — GR) оса 


2). 因而 下 (x,y,z) 唯 一 地 由 Foly r) HM Fiye) WME. ШЕШ Е 张 成 
的 线性 空间 的 维 数 是 有 十 1, 由 Е, 张 成 的 线性 空间 的 维 数 是 x, 容易 盟 
Н аа Н, == я+1--л = 294-1. 

Y FEW. Y АЄ 503,8), 4 SU (52) 的 作法 ,定义 (T(A)F) 
(rsysz)=F( (rsy 2DAN. TCAD ÆW, AW, ARRETA) 
ТВ) = ТАВ). 

引 理 2 Y AESO(3,R), 对 于 К? 内 三 个 变 元 的 任意 复 值 的 C? K 
数 下 ,人 AGT (4 天) 一 7 了 (4)CAE7. 

证 明 ”为 方便 记 , 用 zzzyzs 表示 R 内 的 三 个 变 元 , 令 A=) 
人 SO(3,R) ,rr 一 Dga, БА 

ATAJE) ©, mad С ра на) 

ž а {ӘЁ(х{ zi ti 
-D 200120, | 
#_К\тї ajx) 
== МАМ ади 959 
=н Ер 
= (АЕ) (жг л: 25) 
= (ГОА) ОХЕ) (xz T23). (3. 4) 
从 引 理 2 可 以 知道 W FEH, ЛЕ 0, РА. АСГОАЎЕ) = ТСА? 
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DF ба „2% Е 4 ) 


e СУЕ) =0, ДЫ ТСА)ЕЄ Н,. 
А mr(4) 表 示 T(4) 在 五 .上 的 限制 了 (4) ў 我 们 有 定理 9. 
定理 9 D 5063,8) 2л 1 次 不 可 约 酉 表示 ,SO(3,R) 的 任 
一 不 可 约 酉 表示 о ИРЖ р". 
证 明 实际 上 只 要 证 明 D 必 等 价 于 D 就 可 以 了 ， 
在 五 .上 引入 内 积 :Y ppEH nA 


йу] Pry zd. | (3.5) 
+ 5° 


这 里 ,dz 是 单位 球面 S 上 的 面积 元 素 ,使 得 |dz 一 1. 例如 ,S: КИШ 
$ 

向 量 是 Маре асынын 这 里 z б< 

27,0 是 纬度 ,一 Жочу ， 则 dz 一 了 L cosvdu Лаз (оз — т" 5), "类似 


SU(2) 的 Haar жж» Т "еш ,dz 在 SO(3,R) 的 作 
用 下 不 变 . 
Y A ESO(3,R),Y PE Н.,Җ 
DAp DG)= TA PTA YS) 


fraw (х) ТКА?) rdar 
s 5 i 
| 
8° 


-[к›оёбоч› 
={(ф,ф). (3.6) 
В TA Е ХИ, ТА) 7 4 连续 . Н D Ж SO, RIH 2n 十 
1 KERR, D (5О(‹(3,®))С СІН, ). 
$ D- Ad 二 B", 那 么 В" 是 80 (2) КНЕ, В" 的 表示 空间 
EH. 取 f.EW, 满 足 
Р.Сх.у»2)= (=+1у)", (3.7) 


ЖЕЛ ОЛ Л) Се» у „=з к-н" Сану =o. Ж ЛЄен.. 
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14 хм 


从 上 一 节 可 以 知道 X,= 雪 [5 ©). 
0 一 ! 
(B° (ехр.Х,) /„)(х,у,@) 
= = (р"(АдехргХ,)#.) (=, у») 
=/f,((z,y,z)Ad(exptXs)) 
= f(xcostt+ ysint ,— zsint ycost,z) 


= (zcosti узи —іхѕіпг-1усоѕг)" 
= (ze +iye "y" 


=e" (сіу) =e ™ f, (х, уз). (3.8) 
B CexptX D fi =e" fy. (3.9) 
因而 
е“ f, =(ехргаВ" (KaD fa 
иву, (3.10) 
从 (3. 10) 不 难得 到 
ABX) fa = infe . (3.11) 


SU(2) 的 酉 表示 В" 可 以 分 解 为 SU(2) 的 一 些 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 
因而 有 
В"<107"ФӘ0"---Ф0". (3. 12) 
这 里 ,0" 的 表示 空间 H, 的 维 数 是 n+l H, 5H O- DHn B 的 表 
示 空 间 是 五 ,, 由 于 іп, = 29-1, 显然 2л--12>л-+Е1(1« г<). 
Y XEACSU(2)) N WE 五 ,有 
` U™(expX v; = В'(ехрХ)т,, (3. 13) 


于 是 s 
| CexptdU™ (X) Jv; = (ехрг&В" (X) Yv: (3. 14) 
这 导致 | 
dU™ CX Ju: =аВ" Хю. (3. 15) 
ЯБ 2, ЖА т EME и! 
ав"=47%---Фас". (3. 16) 


从 (3.11) 知 道 是 五 ,上 的 线性 变换 ав" ХВ — УЕ, 
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故 必 存在 Ai， 使 得 FEH 

由 于 ACSU C2)) 同 构 于 ACOC3,R)), 故 AGU (2)) 的 复 化 CACSU 
(DDE AHF AOG, C). S H=iX,, H ÆRU (2) 的 一 个 
Cartan 子 代 数 ,从 (3.11) 知 道 dU a= nfasn EALSUM 的 
不 可 约 表 示 dU" 的 一 个 权 ， 由 于 Hn 已 经 是 复线 性 空间 ,dU" 的 表示 
空间 在 李 代 数 复 化 后 仍 为 He 因而 由 本 章 定理 1, 可 以 知道 表示 空间 
Н 的 维 数 ni 十 1 应 当 大 于 等 于 2z 十 1. 因 此 2я-Е1=т-Е1,Н.= Н... 
B'2U" , В" EPEAN, D 也 是 不 可 约 的 , 且 UD + Аа. п, 8 
偶数 2a, DAD | | 


$4 半 单 纯 李 代数 的 不 可 约 表示 


一 般 的 复 mw(m 这 3) 维 半 单 纯 李 代 数 g 有 Cartan 分 解 : 
g= HO Dg 〈 直 和 分 解 ). (4.1) 


这 里 , 坟 是 g 的 一 个 Cartan FRR, A ERR. Жа НЕА 
为 H. H., ERHET HAH. AECHE HF Egi n 
次 (n 之 1) 表 示 ,V 是 表示 空间 . 

先 考 虑 9 的 一 个 3 维 子 代数 =H OTDI g 是 9 的 一 个 3 维 
单纯 子 代数 .g 的 基 向 量 是 е, О “的 基 向 草 e_。 使 得 (eese_。) 一 1 
由 本 章 §1 可 知 , 存 在 一 个 权 向 量 w 和 ,对 应 的 权 是 4, 有 


FIH dup =p Have. (4.2) 
VY hEH, 和 和 用 [F CH FH) =FLH,:h1=0, 可 知 
FOHOF hyo FFH, v= HOF hup (4. 3) 


因而 ,对 于 由 同一 个 权 ?所 对 应 的 所 有 权 向 量 张 成 的 复线 性 子 空间 
yY。， 从 (4.3) 可 以 知道 :Y REH, FOV, CV e НЕ Н Ж Санап 子 代 
数 , 故 限制 在 V。 EFE BY 内 的 一 个 可 解 子 代数 ,因此 由 第 四 
Ж $ 1 的 李 定 理 可 以 知道 :对 于 所 有 的 线性 变换 ЕСА), EV 内 有 一 公 
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共 特征 向 量 vo MY AEH, E F hyo phu XE ph ECY 显然 
Æ H ERRER yl =. 我 们 称 y 为 表示 F 的 权 , 称 w 为 对 应 
FPR y HRADE. 从 上 面 的 叙述 可 以 知道 , 任 一 个 复 m EnA 
纯 李 代数 g HEE n 次 (x 之 1) 表 示 恒 有 一 个 权 . 

E g 的 一 个 素 根 阅 = (аа, ,a}, 素 根 a ЕН РД КАЖ H. 
<<). 如 果 有 一 个 对 应 权 A 的 权 向 量 va, ER F le Joa =S 
仿 s), 这 里 e。 是 外 的 基 向 量 , 则 称 Л AER Р 的 首 权 , 称 wa 为 极 值 向 
量 ,4 在 总 内 的 误 入 记 为 五 首 权 又 称 为 最 高 权 . 

定理 10 对 于 复 m 维 (Gm 这 3) 半 单纯 李 代 数 g 的 复 4 次 (x 之 1) 不 
TARR FE ws 是 一 个 极 值 向 其 , 则 表示 空间 Y 是 由 vs 和 和 所 有 形 如 
F le-a Fe-。)》Pe-s)on 的 向 量 生成 ,这 里 в, ,ww…'%% 属 于 g 的 
一 个 素 根系 П. 

证 明 只 需 证 明 由 va 和 所 有 向 量 

Enigo =F le-a DF Ce-a, D1 F Ce-a, Уил (4. 4) 
生成 的 复线 性 空间 V,CV 在 已 的 作用 下 是 不 变 的 即 可 -. 

由 g 的 Cartan 分 解 , 实 际 上 只 要 证 明 V ,在 FCh)CY AEH) K 
Ее.) aE 八 ) 作 用 下 不 变 即 可 . 

类 似 $ 1 的 证 明 可 以 知道 ;对 于 任 一 对 应 于 权 的 权 向 量 ws, 如 果 
Е (е.),520., 1 Кет» ЕХ Фа 的 权 向 量 空间 Vsy。 WE Elea) 
zz 天 0, 则 Ее.) 属于 权 y 一 a 的 权 向 量 空间 Vy_。. 因而 容易 明白 
ёі, E Ма-а ар = ,于 是 ,Y АЄН, 

Кё а, (На-На Не, Н.Е 4. (4. 5) 
ВТЕ ,Е СӘ, „ЄЎ. ШЖ 6.920 В. Е 8, ERED t 的 权 
[а] Е. 


а 是 一 个 根 ,如 果 a 是 正 根 , 则 а= а,Ь 是 非 负 整数 ,今天 一 
Dk. 如 果 a 是 负 根 , 则 一 a= Xka 我 们 对 4, 采 用 归纳 法 ,来 证 明 
Е (е). EV 和 Е(е.ЎхлЄУ,, 39—105, 24 #=— 0 时 ,长 度 为 0 的 


权 向 Ей Uae 
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” 取 =1, 先 对 1 用 归纳 法 . r= 时 ,如 a 是 正 根 , 则 必 有 a=a， 

和 Fle;)vs 一 0; 如 a 是 负 根 , 则 a= —а,, Е(е.)ол У. 

假设 对 长 度 为 1 一 1 ЮНА ё, o A Ее) СУ, ДЮ 
度 为 1 的 权 向 量 E Enge =F C э. wo 的 长 度 为 :一 1. 那么 

Ее ёа = Ее Ее), (4.6) 
WME 是 正 根 , 则 « УТ, Ж аза ,由 于 aa TERR 
[ere-a J=0 和 Е(е.)Е (е. X5 F (e-q DF Cea), 由 (4. 6) 和 归纳 法 假设 ， 
可 得 Е(е.), EV Ж a 二 %, 则 由 于 [es зе 1= На. A 

Е(е,)& а, „= Е Cea, JF Ce-a 26. ч, 

эре, ОРС, а HECH, és EV 

如 果 a 是 人 负 根 ， 则 自 于 一 1， 一 必 为 菜 个 素 根 ,因此 ， 
Ее.)&, gyn =F Ce-a) и, EV 

因此 ,对 于 一 1 ЧЕН г KIEN r 的 权 向 量 在 Fe,) 的 
作用 下 仍 属于 Yi, 

现在 ,对 自然 数 上 用 归纳 法 . 对 于 正 根 a=aj 十 a' ,aj€ П, aKa, 
由 于 Les reat J= Na, a'ee XE No， 天 0, 则 


F Cea) F Ceat )—F Cea УЕ Хед = №, Fe), (4.7) 
Fe sR he, IF Cea VEn 1, 
рел DE Cea Ernie) (4. 8) 


-由 扫 纳 法 很 设 和 已 有 的 4 一 1 时 的 结果 ,容易 推出 Кез, СУ, 对 
于 负 根 а, 由 于 一 x 一 w% 十 w", 即 a 二 一 a; 一 a ,完全 类 似 正 根 的 情况 ,可 
以 得 到 F Се„)ё, at EV.. 

从 定理 10 可 以 看 到 ,不 可 约 表 示 ЕВА? 有 权 是 4， A— 
… 一 @ 的 形状 ,V 是 权 向 量 空间 的 直 种 . 

从 定理 10 也 可 以 看 出 极 值 向 量 v4 的 重要 性 . 更 进一步 ,我 们 有 
下 述 Cartan 的 著名 定理 . 

定理 11 FoF, 是 复 m 维 Gm 之 3) 半 单纯 李 代 数 9 的 两 个 复 n 次 
《n 之 1) 不 可 约 表 示 , 它 们 的 首 权 都 是 А.Ш Р, 等 价 于 F 
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证 明 设 F 的 表示 空间 是 Vi,F,; 的 表示 空间 是 Vs, 从 定理 10 知 
ін: Vi 是 由 向 量 “л 和 Erir igei, =F; Ce-a ЈЕ, (е. DeF, Ce-a, та 生成 ,这 


里 v4 是 V 内 的 极 值 向 量 . 同样 地 ,Vs 是 由 向 量 of 和 Е = Е, 
le-a JF ilea "Pale-s JDA 生成 ,这 里 vi ЖЕУ, ARRE. 5% 
一 记号 ,用 名 表示 zu 用 各 表示 vi. 

Y JEV =at pa Gaigne RENU V: 到 Vi 的 线性 映射 下 ， 


ЕО) = +, 2 ‚ауа, ЖИВ азза ЄС. 
首先 ， 我 们 要 证 明 映射 是 有 意义 的 ， 因为 对 于 同一 个 7, 可 能 有 
两 个 不 同 的 表达 7 一 aoh 十 ， 和， аё эе 


112i Аз" 


* 了 人 我 们 必 须 证 明 аё т. _ Кыш 一 ov T Эс аы, 


Ernes 换 句 话 讲 , 对 于 ад. 3 dayon 6, 0, HE 4,4; + 


УЗ dt, "i ёг. 二 0, 这 里 po з-д do sdy EC. 


$ гр 


S V= {do 如 十 + 2а ~ ain- 4, ЄЎ; |4,2, 


ыы ы Ж 
+ у ditt ё, Ка =0}, (4.9) 
ГОТА „ач t 


У; 显然 是 V: 的 一 个 线性 子 空 间 ' 下 面 证 明 V; 在 Е, 的 作用 下 不 变 z 
由 于 Va 仅 是 一 维 的 ， 首先 有 0—0. У; 是 У, 的 真子 空间 . 
Y rEg, Fs《z) 作 用 在 Vs 的 任 一 元 素 上 ,有 


аы 之 ааг aht) 
р 5 4, 
tirane h, 
=ш&+ 2 айы їз (410) 
ЕЕ 


从 本 章 定 理 10 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 常数 ds diie RETF r ER 
数 9 和 di, 24, ;而 县 关于 di 是 线性 的 ， 与 Е, 并 无 关系 . Ж), 
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ч, Е, (x ) Ёр, 


12° 


oh 
Е, w 2 ‚4 Жеў. ё, асар =d; +. >, КАЛУ (4. 11) 
Пы МЕД ЫЫ 


2 


由 于 27 аач, 0. А 11) 有 端 也 为 0, 这 导致 (4.10) 的 有 端 在 
У; Н.У, 在 Е, 的 作用 下 不 变 . 由 于 Е, 是 不 可 约 表 示 ‚ В У, 是 Va 的 
真子 空间 ,因此 , 必 有 Vs:= 0. 线性 映射 下 有 意义 . 容易 明白 下 是 VV， 
到 YY 上 的 一 个 线性 同 构 . 

ү EV ,类 似 上 述 理由 ,有 

FDF ESFE aE), (4. 12) 

这 表明 FaF = ЕЕ, a), F Е,. 

对 于 不 可 约 表示 FF 的 两 个 不 同 权 ap AMENE, AA 8 З 
于 a 的 权 链 :8B 一 pa,…,h 一 a,B,p 十 a,-…,B 十 ga 是 权 , 而 8 一 Cp 十 1)a 
和 В+ (а-++1)а 不 是 权 - 在 Ye+e 内 取 非 零 癌 量 ол ,这 里 ЛА = В+, 由 
于 如 十 aa 不 是 权 , 因 此 有 F (е,)ол = 0. од м = Ее „Ут аре 为 
НЖЖ, АПА УЕЗ ТАГА В Е ЙН {тл Uert ноа) РЧ: 
这 些 向 量 张 成 表示 空间 V 的 一 个 子 空间 ИИ. 类 似 前 述 , 令 „=н о 
Фо". ЕЕС) (У rEg.) 的 作用 下 不 变 , 即 W 是 g 的 不 可 约 表示 下 
lg. 的 表示 空间 . 由 $31, 应当 有 

AoC Ha) s (Aoa) CH.) se Mol (Hd =— ACH), (4.13) 


2A (H. 28‹Н. Е | 
л RHD теру! —%-. 下 面 证 明 / 一 p+q, 用 反 证 法 . 


若 1<p 十 g, 则 在 Vp-% 内 取 一 权 向 量 v_ „тә „= (F Cea) Укор po 
即 可 得 到 一 列 非 零 向 量 {vs_,， Up- padas "t> zp papa) (每 一 个 都 是 权 向 
量 ). 类 似 地 ,也 应 当 有 


(B— patta) СН.) = — (8— po) (Ha). (4. 14) 
那么 | 
| 2, 28‹Н.) 
"=P= HAA 
=2р-Е20—{ 
>p+g. (4.15) 


1Н 2% >p tg В, @— patta 并 不 是 下 HA, A. = рд. 这 
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样 ,我 们 有 


вн O 

(Н.Н) PTT чын) 

ЗАСН _ 

(Н.Н Т =) 
ЗАСН.) 


A RËM А түр ‚ру ЖШ П (аза о ВЖ, E 
然 А, Au 都 是 非 负 整数 . 

如 果 存在 9 的 一 个 不 可 约 表示 F,(1<i<<s) ,使 得 A 一 1, 和 A. 一 0 
(3960) WPR Е, 为 素 根 а, 对 应 的 一 个 基础 表示 - 由 于 这 时 首 权 已 经 确 
定 ,不 等 价 的 基础 表示 至 多 为 s 个. 也 称 F; 为 如 。 对 应 的 基础 表示 . 

下 面 举 典型 李 代数 的 例子 - 

我 们 先 来 讨论 А, 的 基础 表示 (x 之 1) 和 不 可 约 表示 . 


从 第 四 章 $ 6, 我 们 知道 
А, 0 
А 
H =5 Hr,,, = S -0 是 А„ 的 一 个 Cartan 
б. ЖШ 


子 代数 . 相应 的 素 根系 是 (一 +А<— Аз s °°° s Àn Ат l Ф517 


ЕР OAKS Snl). 这 素 根系 在 H 内 的 嵌入 是 {ei 一 eyez 一 es， 


= 1 
Eaei AE (еге) = к= тубу. 
如 果 记 А, 的 不 可 约 表 示 的 首 权 A Ж H KARAK H, RA 
n+l "+1 i 
Н л= зае, 2 )а,—0. (4. 18) 
由 简单 计算 ,有 
2(Havei— Eiz) 


(€i— Eiti soem) A БУ (4. 19) 


由 上 面 的 理论 可 以 知道 :a 一 Qi+! 一 定 是 非 负 整数 * 因而 可 以 知道 Qi 这 


a aaant) 
如 果 А, 是 基础 表示 Е. 的 首 权 ,就 应 当 有 
ау—а;=1›,а;—а@у==”7**° =®а„——4»+1‹==©. (4.20) 
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再 考虑 到 ai 十 az 十 … 十 as 十 as 一 0, 即 可 推出 


п айы! | 
. а 7 十 1 Ду "4, +] 一 n+l’ (4.21) 
， 因 此 
| n 
Ha = je -HH leat- e+e +12. | (4.22) 
完全 类 似 可 以 得 到 基础 表示 Р, 的 首 权 А, ХЕ Н 内 的 嵌入 Нл АКК 
На te) i Cehte). (423) 


以 A 为首 权 的 基础 表示 F 是 否 存在 呢 ? 下 面 来 讨论 这 个 问题 - | 
У XEA SEX ЕХ) = Х,В Е E А, САЯТ, л ЗЕН Ж 
复 n+l 维 线性 空间 Vati ‚Жав ŝi 9 Ё ‚ЕГ ”&,<=8,Ё,, I 


F (Bana, E= На АЁ (4. 24) 
于 是 权 g 满足 等 式 gHr = А, ЖЯ 分 嵌入 五 中 ,有 
(Н, На, EA (4. 25) 
利用 第 四 章 8 5 а 由 简单 的 计算 可 以 得 到 
Н, е -a Ct (4. 26) 


Е 的 不 可 约 性 是 容易 明白 的 , 严 的 首 权 显然 是 Н„ SHa 换 句 话 
讲 , 由 А, 上 的 恒 等 映 射 所 确定 的 表示 是 基础 表示 Fo 
ЯУ ХЄА ЕЙ К(Х)=—ХТ,РЖ 

ЕЧХ,Ур= —[Х,Ү17= ХТҮТ—үтХТ 

=F(X)F(Y)—F(Y)F(X)=[ F(X), F>]. (4.27) 

Е # А, 到 g%(Y.,) 内 的 同 态 ,这 里 的 环 也 是 不 可 约 表示 . 

ЕН EE — Нуу EE АЁ. (4. 28) 
因而 有 权 HISIS) ,满足 ФАН, ) = — А Ж 4, 在 H 内 的 
RAE 


H, = — е у 61 (4. 29) 
F HARE / 
1 Уч п 
Hy = аре (4. 30) 


因而 Н, =н. А, 的 基础 表示 F, 的 确 存在 . 这 里 我 们 重申 :对 于 等 
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价 表示 ,我 们 不 作 区 别 ， | 
А. ИВ ЗЕН ЕНЕ? 为 此 ,我 们 先 引 入 一 些 重要 的 基 
本 概念 . 
V 是 一 个 复 ( 或 实 )m 维 线性 空间 ,Y: 是 一 个 复 ( 或 实 )n 维 线性 空 
DE 定义 У. #1 У, Kj Kronecker 乘积 У.У, ‚УУ, 是 一 个 mn 维 复 
(或 实 ) 线 性 空间 . E09 对 EEV, 和 ЄЎ, 都 是 线性 的 ,如 果 Ё, 1 
是 ү, ВУ 8,3. stt a Ya 是 У, 的 基 , 则 EQS SKM, Kan) E Д1, 
V: 的 基 疝 量 . | | 
У АЄ9(У,),У ВССУ, ,定义 AQB (ED = AQB, El AQ 
BEV QV). 容易 看 到 : 
(ALAQ (B: В,) = (AQB) (AQB); 
(AQB) =A QB"; 
(А, +4) QB =A В-ЕА,@В., 
AQB, +B:) = AQB, РА©ӦВ,. 
另外 ,加 果 ЕС =1.2)5& ФСУ) ВЛЕ Жл}, Н ЕСЕ, Ж (У, 
V,) 内 的 恒 等 元 . А, СУ) (У) =g VTV). | 
Е... 是 复 半 单 纯 李 代数 g 的 两 个 不 可 约 复 表示 ,定义 FOF: F: 
DF: Cx) ER) =F, (2ER ЕЕ, lr) AE zEgEEV EVV: 
EF 的 表示 空间 (一 1，2)， FOF: 也 是 9 的 一 个 表示 , 称 为 表示 Fis 
Е, 的 Kronecker ЖЕ, FOF: 的 表示 空间 是 ViCoV:. 
у= È Vin Vas 2 Ун Р, 的 表示 空间 У, 和 F 的 表示 空 


E V, 依照 各 自 的 权 向 量 空间 的 直 和 分 解 ,显然 有 у,®у›= 2, 2; у, 


ОУ. A 是 FG==1,2) 的 权 集 合 . 
Ж SpE€E Vip， PEV MY AEH, ZEH 9 的 一 个 Cartan 子 
代数 ,有 已 (А), = ФО)Е,, Fh p= 从 而 有 
Е. QF MERO) 
= F, MEQ HEF hhe 
= (AHEAD ERD 
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= (g++) hI ED (4.31) 
ІХ Н 2,09 Ж ЕУ OV ША ер-+ ф А Н ТА Щ 25 [н] 
(ViQOV 2) or». 

我 们 很 容易 明白 ;如果 Л, 是 表示 ЕЁ; 的 首 权 (i==1,2), 则 A 十 A 是 
RREO 的 首 权 . WR E 分别 为 表示 FiF 的 极 值 向 量 , 则 EO? 
是 表示 FOF: 的 极 值 向 量 ， | 

类 似 地 ,可 以 ЕЎ А 个 复线 性 空间 Vistes КтопесКег Бф ү; 
"OV. 为 书写 方便 ,如 果 V=- =V, =V, 则 记 VOV.: 为 
У.Е, 是 复 半 单 纯 李 代数 9 的 一 个 不 可 约 复 表 示 , 并 且 以 Y 为 表示 
空间 .YY хЄ9,У ése REV, п Р(х) (2,696,069... 6)6,) = Е, 
(20,59,60) --- 696, + OF (2,69 EDF (zr) 
总 . ЖЯ Е 9 1, з [н]ДЕ[ГУ ЕЕЕ, Ж Е, 
的 首 权 是 4, 则 Ft 的 首 权 是 АД. | 

如 果 复 半 单 纯 李 代 数 g ЖЕЛАЛ П {al,…,a,}), 而 且 已 经 得 到 
sx 个 基础 表示 Р.Е, ЕС) WERE А, MWA 9 的 不 可 约 表示 
下 的 首 权 A 可 以 表达 为 


A=k Л, Hkr A +" Ё, Aa (4. 32) 
这 是 由 于 Л. ЖН АЖА Н.В Н, Ha = k Ha t 
2ACH,) | 
Ны ЬН. З А түү уг. 


利用 表示 的 kronecker 乘积 性 质 , 作 表示 РОБЕ, А 
表示 的 首 权 就 是 4, 表示 空间 是 了 =[ 呈 [7 的 …GQLV ,六 , 这 里 
V; 是 FF; 的 表示 空间 .VY 内 包含 极 入 向 量 za 的 下 的 最 小 不 可 约 子 空间 
称 为 了 内 以 4A 为首 权 的 不 可 约 分 支 。 这 个 不 可 约 分 支 可 等 同 于 以 4 为 
首 权 的 尾 一 不 可 约 表示 的 表示 空间 ,用 fF1OO 柳 的 … 的 所 表达 КЕ? 
QOF: 在 这 个 不 可 约 分 支 上 的 限制 . 

SVEA n ERTER H, PE REZE V" A V В А Е КАЕ, 
由 全 体 PAA Ал}, AAE рУ. 沿用 第 三 章 的 外 积 记 
号 A, 类 似 于 第 三 章 外 积 的 性 质 ,7.A%A… Аз, 对 每 一 个 GASS R 
是 线性 的 ,而且 具有 反 称 性 . 显然 V 中 的 维 数 是 Citn 之 2). 
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如 果 下 是 复 半 单纯 李 代 数 ө 的 一 个 不 可 约 复 表 示 , 定 义 РУ (а) 
ОАА Аў) = СЕ Сх) АА Ар БАСЕ Саут) A A+ + 
MAPA AED. 可 以 直接 验证 FM 是 9 的 一 个 表示 , 称 为 FR 的 
ЖЕЕ. 容易 明白 ,如 果 pon 是 权 向 量 , 构 成 的 表示 空间 
的 一 组 基 ,7 对 应 权 出 ,这 里 下 标 1,…,n 的 选择 使 得 Ha 之 五 4… 之 
Нл. 那么 ,区 的 全 部 权 是 Л, БА, НА, лел). 首 权 是 
Atat ФА. 以 机 十 和 十 … 十 太 为 首 权 的 不 可 约 表示 等 价 于 ЕО) 
在 以 AtA tet A 为 首 权 的 不 可 约 分 支 上 的 限制 ,这 个 限制 也 用 

设 Ha 是 复 单 纯 李 代数 9 的 Dynkin 图 的 一 个 端点 ,我 们 讲 Н» 的 
分 支 是 指 Dynkin 图 内 的 一 列 点 Н» =. Нә, Ho X 8..8," 
是 素 根 , 而 且 满 足以 下 性 质 ， 

每 个 点 He (3=2,3,--,1-10ҢУН,Ь 5 Нь, 
Dynkin 图 内 的 其 他 点 相连 ， 

H, 5 H, ,之 间 的 连接 只 能 是 下 述 三 种 形式 ; 


相连 ,而 且 不 与 


如 果 是 最 后 一 种 形式 , 则 必须 要 满足 ?十 1 一 
对 于 前 两 种 情况 ,有 (Hs, Ha) = E МН, He) 


1 .1 
У Ha) = -D(H Hy)= 0н Н). 对 于 后 一 


种 情况 ,有 (Ha Hs, D=- NVH, HDV H, H ) 


Piti 
=—1(н КОП? 
定理 12 ЖН, 是 复 单 纯 李 代数 g 的 一 个 端点 ;而 Ha = Hg He» 
"He Œ He 的 分 支 那么 ,对 于 了 一 2，3，… 7 对 应 的 基础 表示 Е; 
等 价 于 FF ,这 里 F, 是 В, 对 应 的 基础 表示 .， 
证 明 Нл жт Е, 的 首 权 , 即 有 


Bisi 
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2Ha Ha) 2(Ha Ha) 

ОН, H) =1, 和 -0 (4, 33) 
这 里 аЄ lg 的 素 根系 ), 和 4 天 及. 因而 А, 关于 а 的 权 链 仅 含 一 个 
Ж. 换 句 话 讲 ,4, 一 a 不 是 权 ,而 4 一 8. 是 权 , 但 4 一 28, 不 是 权 ( 请 读 
者 反复 利用 (4. 16)). | 


由 于 | 
2Ha — Hg Ha) _ 2(Ha — Hs Ho ) 
(Ha .Н,) 


EP 


” 


т XH, — Hs Ha) 
——ИИНу = a€ H, E а5 8, 8,. (4.34) 
由 于 48+ 6) Е, 的 权 , 因 而 A — 2, ааз 8,, i, aE 
HUKE Е, 的 权 , 而 А,—8,— В, Ж Е, 的 权 , 但 А —В8,—2В, 不 是 Е, 
的 权 . | 
如 此 继续 下 去 ,我 们 得 到 Р, 的 一 系列 的 权 : 
Д.А; — 8, ‚4—8, — 8, rshi 8—8. --* —– В. 
ЖМА ТЕРИГЕ РЕ, 
w АБСА 2) СА, – 8, 8,0 
+‹А—4—8,—++ 一 Bi- 
= 3А, 07—108, — (3—2) 8, — 8,1. (4.35) 
由 于 ， | 
Ы ЛАН Ud Е 
He, Ha) He Ha) ш; ` 
和 当 ;一 1,2,…,j 一 2 时 ,有 
2‹Н.,Н,) 206—0 +0Н, — -DHe —j—i—1)H; Ha) 


(Ha He) CHo Ha) 
” =(—1+1)—2(у—Ю0+(у—:1—1)=0б. (4.37) 
再 利用 | 


2(Н.,Нь ) _2(—?2Н„_,—Н»_,Н»_,) 
He, Ha) Н p 
一 2 一 2 一 0， (4. 38) 
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当 аЄ П, 但 а 8, ‚Ё, “P; ш 0. 


于 是 w 也 是 F 的 首 权 , 因 此 ЕР 

把 定理 12 应 用 于 A A ЕРТ (2<ј<а). 

下 面 证 明 РЇ? 是 不 可 约 的 . 

从 前 面 叙述 可 以 知道 : 复 十 1 维 线性 空间 Vii 是 下 的 表示 空间 ， 
Е 的 表示 空间 是 C1 维 的 复线 性 空间 VF 有 ntl 个 权 е, 


y R 
oop EME H АНКА Н, = ie т 25е. 显然 ,这 些 权 


对 应 的 权 向 量 空 间 全 是 一 维 的 .FE 有 Cate ta tete AaS 
11139416). 设 Ehrens gn 分 别 是 У... НУУ РАХ Patto Rei 
的 权 向 量 , 则 EAA AE Е УН, EET ЕГ! RAA aet 
… 十 的 权 向 量 . | 


Н,+Н,+--+Н, 
"+ “十 ej) 一 бент" tenti). (4. 39) 
而 
Н, Hy + + Hs 
_ 3 一 7 十 1 
=t etette) ЕЕ) р (4.40) 


这 里 Khine kinti. WMR aiei 内 最 小 的 不 属于 集合 
{1 2 四 的 是 2 即 аата таана ч" 
不 属于 如,… ,ii-1 的 在 1 与 J 之 间 的 另外 j 一 i 十 1 个 自然 数 从 小 到 大 记 
为 2 IST 

那么 

Н, ~Ha H+H, =Н„+Н„++++Н„ 
一 (的 一 6 一 (et 一 2 一 光一 (et үзе, 《4. 41) 

这 表明 Р 的 任 一 权 中 а, наин atat 减 去 
j 一 [十 1 个 正 根 А – АА, = Ай А, ПИВ Я]. 因此 由 本 章 
定理 10,Fi 是 不 可 约 的 . 

这 样 一 来 ,4, 的 全 部 基础 表示 都 得 到 了 
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接 下 来 ,我 们 来 讨论 B, {К ЖШ У (л 22). 
KWF А, 的 情况 ,如 果 我 们 能 够 作出 B, 的 全 部 基础 表示 , 则 B, 
的 全 部 不 可 约 表示 就 可 以 作出 来 了 . 
Ол 0 


Н= На = | AEC, IAIN 


0 ЁТ 
是 В. 的 一 个 Cartan НРА (А-АА Азн А1 
А,» 为 } ,这 素 根系 在 Ы 内 的 嫉 入 是 {ei 一 eye 一 ee 一 eye 这 里 
i 1 
ee 
4п— 2" 


е: 48 їр Т: — БС , Ји (е; ‚е = 
如 果 B 的 不 可 约 表 示 的 权 pE В, 的 Cartan TARR H РУКА. 


H Hew 五 ,一 21а,» 由 计算 得 到 


е) аа (1<шг<п—1), 
2СН„,е ›_ 
(сй С 


那么 a(1<i<n) 或 者 全 部 是 整数 ， 或 者 全 是 半 整 数 . 特别 , 当 % 一 4 是 
一 个 首 权时 ,a; 一 as+1 和 2а, 都 应 是 非 负 整数 , 即 有 a 之 as 守 "之 4a, 之 0. 
设 p= A ВА А. ЛУНЕН F;(1 ОИЕ 那 


AAN ai — liy 2 — 415 tU ар li =T digi lipa T Ang — а 
一 2a, 一 0, 可 以 得 到 
豆 4 一 el 十 ez 十 … 十 ei- (4. 42) 


如 果 AER А, 对 应 的 基础 表示 Е, 的 首 权 ,经 过 类 似 的 计算 可 以 
得 出 : 


На= 7-66 еее (4. 43) 


2+ 1 维 线性 空间 Vato AE RE Êi 人 -PNN ,和 


0， j=l $ 
нта, 2 委 J 委 .2 十 1， (4. 44) 
| —А;—„—14Ё;, лп+2<)у<2я-Ь1. 
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Е 的 全 部 权 是 О.Д А Ан АА АЕ 的 首 权 是 А.Ё 的 全 部 
ГН А, 减 去 В, 的 一 些 素 根 而 得 到 ,下 是 不 可 约 的 . 于 是 ,有 ЕР. 
H EH 12, a ЦЕ F FIOS). 称 F, 为 旋 表 示 - 至 此 , 除 
ГЕ, У.В, 的 全 部 基础 表示 全 部 得 到 了 . F 的 存在 性 放 在 本 节 最 后 ， 
5 D, 的 旋 表 示 一 起 讨论 ， 
我 们 再 来 讨论 С, 的 基础 表示 (之 2). 
д 0 
H= Н.а = eei „АЄєС,1<г<п 
0 一 
是 C, 的 Cartan 子 代数 . ЖУУ AFE (А, — Aa o Aa Аз еее АА,» 
2А„},ХЖЛАЖЯ ЛЕ Н ARRA E (е ее. езу тоел ел» дел), (егэ 


1 
6) т груд” 
如 果 С, 的 不 可 约 表 示 的 权 p ТЕ С, 的 .Cartan 子 代 数 H РЧА 


为 H,, 类 似 于 对 4 的 讨论 ,可 以 得 到 Н, Заза јаза 
数 , 如 果 ?是 首 权 , 则 还 应 当 有 a ar 2a, 20, 

А А. ХР ВУЗ УК Р, ВАА А, EH AWRA 五。 应 当 
是 ее + Бе (1н 1). 权 2А, 对 应 的 基础 表示 下, 的 首 权 Д, 
ТЕН ARA Ha Serter t е. 

同 4,,B, 的 情况 一 样 , 令 F(X) 二 ,这 里 XE€C,,F Ж ЕН С, 上 
不 可 约 表 示 的 最 高 权 是 А ЕЖ Н НАЖА E е1, BẸ ЕЕ, ‚52 Fa 
соп). 

以 上 省 略 的 具体 计算 留 给 读者 作 练习 . 

最 后 ,我 们 来 讨论 D. 的 基础 表示 (x 之 4). 

А. 


| А, 
ЗИПЯНЕ НН = A, AEC <и) ) 是 李 代 


一 办 
数 р, 的 Cartan 子 代数 ` {A — А; „А. Аз", А А, А. А, Р, 的 
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相应 素 根系 . ЖЖ ЖЕН р А Е (е — erre езу ена еэ 


en 一 1 Hen? » (e; yi == 


СШН ЕРЕ 
iI 


设 D. 的 不 可 约 表 示 的 一 个 权 p 在 五 内 的 腊 入 Н„= ae; M 
ansa, 全 部 是 整数 ,或 者 全 部 是 半 整 数 . 4 ERA 1 ， 对 应 的 基础 
表示 Е, ш: 则 


дефе +e (1<i<n—2), (4. 45) 
Ha, бее ее). сае) 

ЖХ А. 1 РА, УАУ АЕА Л, ТЕ H РВА 
На еі Hen: He.) (4.47) 


Р, 的 恒 等 映 射 导 出 的 不 可 约 表示 等 价 于 F ,就 像 4,,B. M C 8) 
WAH. FFUK Sn. 上 述 的 具体 计算 步骤 请 读者 自己 
给 出 . 

这 里 , 称 Fri Fn 为 旋 表 示 . 

В. 有 一 个 旋 表 示 ,D, 有 两 个 旋 表 示 . 旋 表 示 在 物理 学 中 有 着 重 
要 的 应 用 ,下 面具 体 作 出 这 三 个 旋 才 示 ， | 

R Vn 是 mx 维 复 ( 或 实 ) 线 性 空间 ,el,… ,es 是 它 的 一 组 基 . ТЕУ 
ПЕС Ета: ,满足 

е;®е;=1, езже —ер že; (56). (4.48) 
另外 规定 乘积 * 满足 结合 律 ， 例如 (e， же.) #ер==е,®% (er * e) ,并 记 为 е; 
же же. 当然 1 же, е; 

由 1,2 же же же, от, 1 т 张 成 的 复 ( 或 
实 )2” 维 线性 空间 , WA COn). 在 CGz) 内 可 以 进行 乘法 * 运算 , 称 
C(m) 为 复 ( 或 实 )Clifford 代数 . 下 面 只 考虑 复 Clifford 代数 Сот). 

在 CGm) 内 引入 换 位 运算 [x,y] 二 xz ж y—y t х, Д Соп) 
代数 . 在 李 代 数 Clm) 中 考虑 一 切 元 素 ， 人 2 cete ХЕ ЄС. 由 
FH ijkl = ЖН АЕ, [е * ее; * е1 еже же же езж еже * 
et 一 0; 当 ij 中 只 有 两 个 相同 时 ,例如 当下 一 了 时 ,有 [ex erete] 
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= Že; ж е, 14 i =i В, A Le: * erse; е |= 2e * е, Щі j k=l 时 ,有 [ee 
ж etyejxen] 一 0。 因 此 ,我 们 容易 明白 Сопу ЕЖ 2) сае * ek 
抬 组 成 CCm} 内 的 一 个 子 代数 , 记 为 Colm). 

51303 C(xm) 同 构 于 李 代 数 4(O(mzy,C))， 

证 明 НЕКЕ 1 ЖЕ 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 的 m 
Хт ЖЕ. 

定义 Celm) 到 ACO m CRAT 

fC „25а ed) =2 20 сЕ? ЕТУ). (4. 49) 
卫星 然 是 线性 到 上 的 映射 , 旦 / (е, ер) 20600 ЕФ) GA). 那么 ， 
显然 了 也 是 1 一 1 映射 . 

щі, 3,1 ЖНА. 91897 Е, Е? Ер ]=0. 那么 Ре, 
жеее = (е * е), (е, же) У ЭЛ Am Еу 0). 

当 i RGR ,jy2(j 关 人 中 只 有 两 个 相同 ,例如 上 =; 时 ,那么 FLe 
* esej же |= 27 le * е) =4 (E9 — Em)=4 Em – Е, Em —Е ] 
=| fle: * ер). fle; x e) ]. 

当 ; 一 7 天 一 ?2 时 ,类 似 地 ,可 证 明 7Lexesyseixer] 一 Leix e), 
f le; * е) ]. | 
ВЖ, ТЯН EER COMNEN AOG, CD Б 
同 构 . | 


又 以 С, ту Cin) Ж Daet 5 сае же, 的 元 素 
的 集合 , 这 里 а; EC, 它们 也 组 成 Cim) 内 的 一 个 子 代数 
定义 С. Оп) P ACOGm 十 1,0)) 的 线性 映射 9; 使 得 ， 
ge =2i( Et ЕЙТ) LSS, 
Gle; * ea) =2( ЕТТИ, - ЕЙР), 3А, (4. 50) 
引 理 4 李 代 数 С. от ЛСОбоп+1,С)). 
证 明 从 引 理 3 的 证 明 可 以 看 出 下 述 等 式 成 立 : 
gle, * etyejxe] 一 [g(e:x* e) gle r eD J XE Ak JAL 
因此 ,只 要 证 明 : 
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glee} = [gle sgle] GÆR), (4. 51) 
glejser * е 1= [9(е;) gle же) ] (kD (4. 52) 
就 可 以 了 . 因为 9 是 线性 同 构 映 射 是 极 容易 明白 的 . 
当 jAk 时 ,有 
ЧГе;,гь]=9(е, * er—er * е) =29(е; * ер) 
| = 4С Е). 
T jAk 时 ,我 们 义 可 知道 ; 
[9(е;).9(еь) J= CD LEPI — Еур, ЕР 
— Eft j= 一 4( 一 EST Pa ФЕЙТ). 
因此 有 (4. 51). 下 面 证 明 (4. 52). 
当 jkl 全 不 相同 时 ,有 
9[е;,е, * е, ]=Ф@(е, жерж eie, * er * e;)=0. 
而 
[gle;) gler * е) ]=4{Е”Д L ERT ER na EBETi 
| 一 0 (251), 
4 j ETF k d ZREL), ЖЯ ЈА, 有 
glejye; ж e: ]=9(е, —е;* e: * e;)=2g(e), 
然而 
[9<е;),9(е; * е) 1=4[ЕГД?—ЕЙҮР ЕЙТ Ета 
=4i( Е) ER ) =20(е,). 
于 是 ,有 
gle; зе; * е] = [9(е;) sgle; же) ]. (4. 53) 
. MER, 4 j= aA) УБА 
Яе; е, * e; ]= —Ч[е;,е; * ек] 
= —[gle;) glej * e) ] 
=[gle;) gler * e;)]. (4. 54) 
因而 (4. 52) 也 是 成 立 的 . 
综 上 所 述 ,CsClm) 同 构 于 李 代 数 ACO Gm 十 1,C)). 
从 引 理 3 和 引 理 4 可 以 知道 CC2n) 同 构 于 DD; ,Cz(2n) 同 构 于 В... 
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—=—„ 一 一 上 
V2 V2 
Р, == А р , 
—— і, I, 
s2 v2 
这 里 71, 是 xXn 单位 矩阵 . 
由 计算 可 以 知道 
©, 
Р, Lo Ры=1ы,» 
换 句 话 讲 , 即 
Р; | а 
| Жеш l. 0 2m” 
me 
1 0 0 
1 1 
о І, 一 一 人 
Р, = V2 “2 , 
1 1 
0 л I 
V2 м2 
那么 ,由 计算 ,有 
1 0 0 | 
Р. 0 0 1, РЬ = Гл 
0 1, 0 
即 可 知 
1 0 0 
Pi 一 |0 0 ДР. 
0 1„ 0 


Y XED EX ОЮ =РЬХРь!,Н F 
СОХ) +90)" =P nX PR + Pm K Ph 


人 0 |, 
Е І, 0 Pet Ps 1, 0 ы Pa 
| о 1] (0 Zz 
= ХТ РТ, 
к, а + үрт 
==0, 


a 


(4. 55) 


(4. 56) 


(4.57) 


(4. 58) 


(4. 59) 


(4.60) 


(4. 61) 
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К ОҢ ф(ОХ)Є А(О(2я,С)). ШЕ ф ЖЕ Р, 到 李 代 数 A(O (2n,C)) 
上 的 一 个 同 构 . 

读者 可 以 自己 证 明 Y XE B st X= Puna XPE B, AFRA 
ACOC2n 十 1,C)) 上 的 一 个 同 构 . 


А. 6 А, 0 
对 于 D. НИНЕ на) a ааты … |, 
0 = 
由 直接 计算 可 以 看 到 
0 а 
а Д 3 | (4.62) 
从 前 述 , 我 们 知道 f 同 构 地 映 C42n) 到 AtOC2n,C)) 上 ,于 是 
ЧН аі 2 Ае) * еа (4. 63) 
引入 矩阵 记号 : 
|. | 0 | 
了 一 „Ј.= 9 
0 1, 0 一 : 
P-| 1 | Q= г | (4.64) 
or 07 СЕ oj. 
显然 
Ј.1.=1,.РР=1,, 6 =L, ра)" | (4, 65) 


[] 以 前 一 样 ,7: 表 示 复 二 维 线性 空间 ,gf(Y:,) 表 示 由 2X2 复 
ж & Ж ЖН б Ф{ Ж . VDOVO ONV) = g 
` расыз чери ака а аса 


(У ӘУ 9--- У, И. И За АИО 
ү+®У.®--®У; 


К. 
令 . P= LOI OA OLOPOLO QI, 9 
| Em S 
©,=./.@./,®---.7„5%%©6®1»®1,б9---®1„. (4. 66) 
77 ЕЕ 7 За 
利用 РЈ, ЈР = оС) ,ӘЈ, +700, НАВИНИ]. 
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Р,Р; SQQ; 
=L I, 


Р,Р.+Р.Р, =Q +A; 
=P Q+QP;,=0 GED. 4.67) 
[ЕҢ ,С, (28) 9] К 内 的 线性 映射 ЕЁ Се, + а) = PPF Cen; * е) = Ө), 
Оп) F Се; ж е.) = РЈ т), ЕА Й C,(2n) 到 
К 内 的 一 个 同 态 映射 . 
这 样 一 来 ,ff-'y 就 是 李 代 数 D, 的 一 个 复 RER. WAC. 
63) 可 以 知道 


FIP,- a 
= 也 i 这 SF O; же.) 
=712 > PA; 
Я 2А 0 
БЕ ёч LEOL -GnG 1 OLOLLO GI . 
Ag 0 — 9А та ЕЕ 


(4. 68) 
由 于 ЕУ y 的 表示 空间 是 VC9V289*…89V,, 从 上 式 可 以 知道 : 
A 


FFORCH aa, mB OO) 
= СГА Ао) ае 060и о, 
Ж Sik ; ET ,03) .+0 си„+ю„) 
е Соо) еа оо) sw， 903 Arun 
Аа). (4. 69) 


这 里 EC 对 于 同一 ўи, “3+0; 不 全 为 0. FIMÉ 
АЖА БА) CE 2" MRR F y 的 权 , 而 且 每 个 权 向 量 空间 都 
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是 一 维 的 (因为 表示 空间 是 2" 维 的 ). 例如 , 取 lty sta stt sun ED, u S 02 
= 0,0,0 E АА) ЕУ: 的 权 ; 取 шомаш 


п 0 == = о, = и„ = 0, WÈ (А, Ао е А — АШ 
ЕУ 的 权 等 ， 

显然 , 广 (% 十 2 十 … 十 %) 是 一 个 首 权 ,D, ВЖ ААА 
ДЗ АА А, ПС САА БАА) САА 
БА А) =А 并 不 是 D, 的 正 根 ,于 是 ,在 由 二 Ch БАА 


入 ) 为 首 权 的 不 可 约 分 支 里 ,不 包含 权 向 量 空间 Ура ааа AE 
《 加 十 家 十 一 十 加 -十 如) 为首 权 的 不 可 约 表示 Ff 就 是 D, 的 一 个 旋 
表示 Р, АА АЕ Я Жет Р, 
的 另 一 个 旋 表 示 Е... 读者 可 以 自己 证 明 表 示 КУ! 的 表示 空间 恰好 


ЯУ ЕЖ Е, 15 Е, 的 表示 空间 的 直 和 . 因而 Р, 的 两 个 旋 表 示 都 存 
Æ. 


| Ол... 0 
对 F Bo ЖЕ Н, = Е ена) = 
| 7 P 
0 0 1 
0 Ту, ,9- 1r (Hi a) > 34 ae; же, 


о Тыл 0 
完全 类 似 D, 的 情况 ,可 以 定义 ClaC2n) 的 一 个 表示 F M 


За 0 
Ра ОН) = 2 1,@--@1,® ®һ®--@1. 
В TXT 0 一 二 келг 
2 | 
(4.70) 
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lemn FGSM AT -Fg 't 是 В, 的 一 个 不 可 约 表 示 , 首 权 


50А БА, БА) ,这 就 是 B, 的 旋 表 示 Fa 这 里 细节 的 证 明 


留 给 读者 作 练习 . 


$5 完全 可 约 性 定理 


在 上 节 , 我 们 讨论 了 复 半 单纯 李 代 数 的 不 可 约 复 表示 ,那么 复 表 示 
与 不 可 约 复 表示 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

如 果 一 个 复 李 代数 g 的 表示 是 五 ,而 表示 空间 了 一 7 УФ: 
УУ rEg ЕСУ, СУ, iE ЕС) |у,= Е, С), ET 都 是 g 的 不 可 
约 复 表示 , 则 称 Е 是 完全 可 约 的 E F=F OF: DF 例如 上 一 
节 内 О, 的 表示 ЕР = Е, DF 

设 李 代数 g 的 表示 Е заа, ПТ = FEDRO ФЕ, SF 
ӨЕ; Petr: 是 到 分 解 为 两 个 不 可 约 表示 的 和 的 两 种 方法 . 对 应 于 
Ff 的 第 一 种 直 和 分 解 ,有 V АНА У У.У, ФУ. Е (ж) |v 
=F) OSIS ,对 应 于 下 的 第 二 种 直 和 和 分解, 有 VV=VY Фу D 
ФУ; ,Fn lv =F7 (а) SIE). 

УУУ; БУ; +e +V ;对 于 ISSS, V 的 子 空间 了 ,十 
Үг БУ ИЕ Е 的 作用 下 不 变 " 利用 Vi 在 F 的 作用 下 是 不 
可 约 的 ,应 有 (CV 十 Vi 十 下 十 一 十 YD 站 V7 一 0; 或 者 (Vi 十 Vi 十 V3 
+ УО ПУ =V. 而 在 第 二 种 情况 里 ,有 Vi СУ, ,在 第 一 种 情 
MEA ИНУ БИ H БУДНИ = (И, БУ + У, 
Vr. 不 可 能 对 所 有 的 105 都 出 现 第 一 种 情况 ,否则 将 出 现 У, ФУ: 
ФУ; Pep DV, =V 这 一 不 可 能 现象 . AE, AFE tE У; 
СУ, НРУ, 在 下 的 作用 下 是 不 可 约 的 , 则 只 存在 一 个 /使 得 7 = 
Ve 改变 下 标的 记号 ,不 妨 设 了 =V. 对 六 的 维 数 用 数学 归纳 法 , 极 
容易 得 到 “上 一 :, 同 时 ,适当 地 改变 下 标的 记号 ,有 У, (у), Е 
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而 Е,=Е;. 

如 果 不 考 虑 下 标的 次 序 ,我 们 经 常 讲 :完全 可 约 表示 的 直 和 分 解 是 
唯一 的 . 

复 半 单 纯 李 代数 的 复 表 示 是 不 是 完全 可 约 的 这 个 问题 很 重要 ,如 
果 管 案 是 肯定 的 ,那么 研究 问题 的 重点 只 要 放 在 不 可 约 表示 上 就 可 以 
Т. 著名 的 Wey 定理 回答 了 这 个 问题 . 

为 此 , 先 介绍 一 个 概念 . 

设 g 是 复 m 维 半 单 纯 李 代数 (m 实 3), ШН F g->gL(V) 是 g 的 
1 一 1 的 表示 ,这 里 V 是 表示 空间 . dimV 之 2. 定义 g 上 的 一 个 对 称 双 
线性 型 : 

ЁС\жх,у)=Тг\ЕС‹т)Е(у)), (5.1) 

容易 知道 pry] &)-=@(х,[ у. ]). 

H FE mee E ОВЕ [Н] Ж аад, АЕС), І 
Kryp tE g EBEKRE REEN . 

Beate ,en 是 g 的 一 组 基 , 则 g 上 存在 另 一 组 基 e> ‚э уе ,满足 
Bleie; ) 一 0, 称 o ез 为 9 的 关于 8 的 对 侦 基 . 


Y zE9, 记 Lz,eij 一 人 az(Cz)ecy[zvef ]= УЭ Жез ,那么 


а(х) = асс) Be е ) 


=@([х,е;],е/ ) 
= — 8([е,.2х),ег ) 
= — fle; Lre ]) 
= 一 已 交工)。 (5.2) 
令 
Cr= ZF Ce) Fle), (5. 3) 


Cr 称 为 表示 下 的 Casimir WR .С-Є9 (У). 
引 理 5 ү хЄє9.[Е(2),С)=0. 


证 明 [F(z),Cr]= ЭЕ) ,Fe)F le: У] 
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= È (EEF (едЕ е} )—F leE (еу ЭЕ Са) 
= DLP), F (ер1Ре] ) 

+ D FeFo ,Fle? }] 
== Э Е[=,еЕе; )+ > PFCeD)RLz 1 


ч cn 
= D aaa) F DFe )+ 22 F leba la) 
jt 3. = 
Ее) 


= 2 ане) Ее; ›— зав CF (е) 
° Fle) 
=0. 
换 句 话 讲 ,Ce 5 FOA ШЕ ЭЭ ЕНГЕ. 

ЖЕ Ж 1 一 1 的 表示 ,但 ЕСа)5©&0,СЕСд) = 0 的 表示 是 不 信 得 
讨论 的 ), 则 映射 的 核 是 g 的 一 理想 子 代 数 , 它 是 g 的 某 些 单纯 理想 
子 代数 之 和 . 用 9 表示 g 的 删 去 总 的 核 后 所 剩 下 的 单纯 理想 子 代数 
之 和 ,将 下限 制 在 外 Б, КЕЛЖ 1—1 的 . 然而 从 第 四 章 S 3 知道 :g。 
={®Єд|\‹х,у)=0,/ уЄф) Æg 的 一 个 理想 子 代 数 ,g=9 人 9 „Hi g 
的 Cartan 内 积 限 制 在 g 七 也 是 非 退 化 的 . Ait, TRAH о 的 一 组 


基 el， е (10 т – 1), ЕАР ЕЖ ЕХ, CC = DF (е) Е 


(е; ), 仍 称 CF 为 表示 F 的 Casimir 元 素 ‚Се 与 (gi) == ЕЁ (д) Ж 
阵 乘 法 可 交换 . 


对 于 1 一 1 的 表示 Е,ТгС,= 2 Bene? ›=т. 对 于 Cg ,TrC; =! 
>1. | 

现在 来 建立 著名 的 Weyl EM. 

定理 13(Weyl THE) E mmz EF Eg g 的 任 一 mn 次 
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《n 之 2) 复 表示 蕴 是 完全 可 约 的 . 

ШЕН ER m 维 (m 之 3) 半 单纯 李 代 数 g 的 一 个 nn 次 (n 之 2) 复 表 
” 示 为 ,表示 空间 为 n 维 复线 性 空间 V. 设 Fg. 

分 两 步 来 证 明 Weyl 定理 . | 

D 假设 V 内 有 一 个 n 一 1 维 子 空间 W,W 在 下 的 作用 下 不 变 . 

由 于 g 是 复 半 单 纯 的 , 则 从 g 的 Cartan 分 解 可 以 知道 [g,gj]==9g， 
Y XEg, 一 定 存 在 y,zE€9, 使 得 Ly,zj] 二 xz; 则 F(x) 一 FC[y,zj]) 一 
[Fiy ,F(z)], 因 而 有 TrF (zx)==0. 


首先 ,存在 Y 的 一 组 基 扬 ,，…'& ,使 得 名,…， 1 是 三 的 基 ,V x 
Eg, 有 
а(х) > : 
F=] б | ISi Sanl). (5.4) 
а 3 


BF Day Бао, ARRIE W EF EAW 为 表示 空间 的 一 个 


复 表示 , 则 还 应 当 有 2 )аубж)=0, АЙ а= 
当 W 在 下 的 作用 下 是 不 可 约 的 时 候 , 由 Schur 引 理 ,得 到 


Al, * 
cal | ( | ЫШ (5.5) 
| 0 b 


这 里 设 是 1 一 1 的. 从 前 述 可 知 ТЕСЕ, h Cr 定义 得 知 5 二 0. 如 
果 下 不 是 1 一 1 的 , 则 用 Cz REEE Cr, АВ Trci >l 因此 ,无 
论 下 是 否 是 1 一 1 的 ,都 有 ) 天 0. 为 确定 起 见 , 设 F 是 1 一 1 的. 

V 到 VV 自身 的 线性 映射 Ce ЮВЕ ЖУ 的 一 维 子 空间 ,而 且 EN 
W=0,V =WEE. Y хЄ9,С.(Е(х) Е) = Е (2) (С.Е) = 0,2,8 ФЕ Е 
的 作用 下 不 变 , 这 就 证 明了 下 是 完全 可 约 的 ， 

现在 去 掉 W 是 不 可 约 的 条 件 , 仅 假设 W 在 下 的 作用 下 不 变 . 我 
们 要 证 明 存在 Y 内 一 个 在 作用 下 不 变 的 一 维 子 空间 已 ,满足 ， 

V =W6E. (5.6) 

对 V 的 维 数 用 归纳 法 . 4 n=2 时 ,dimW =1,W 当然 是 不 可 约 
的 ,由 上 面 的 证 明 ,(5. 6) 成 立 . 

RH nck 时 ,结论 成 立 . 考虑 * 一 & 的 情况 . 
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如 果 W 内 有 一 非 零 真子 空间 У.У, 在 FF 的 作用 下 不 变 . 由 于 
ату, СА, ту ЛУ, —dimW ЛУ, = 1, R ВАЖЕ т. Уу 
Wi ДЕ Е Со) Со) (Ест) ВО Е. 是 g 的 一 个 复 表 示 , 简 称 为 
Е 的 一 个 商 表示 . 由 归纳 法 假设 ,存在 V/W' 的 一 维 子 空间 Е, =. 
WoE EF ВЕ ВЮ ЕЖ, V/W = ЛУ, OE. RE И, =я (Е), 
当然 有 WiCW, 容易 看 到 Wi EF 的 作用 下 是 不 变 的 . 又 由 于 ату, 
一 dimW 二 1, 再 次 利用 归纳 法 假设 ,存在 V 内 的 一 个 一 维 子 空间 EC 
Wa E E ЕТЕТЖ, W =И.ФЕ, Ц У = ФЕ. 由 归纳 法 ， 
《5.6) 的 确 成 立 ， 

《2) 对 于 一 般 情 况 , 设 夏 是 Y 的 一 人 

它 在 五 的 作用 下 不 变 ， 
wh V Ej wW 的 所 有 线性 映射 组 成 的 线性 空间 为 Hom(V,W), 
ү fEHom(V, W),Y rEg RIY vEV ,定义 
(С) Р) =PF TF S E Cau), (5.7) 
Сб) Є Нот (У.и). 由 直接 计算 可 以 知道 ,G 是 李 代 数 g 到 gi(Hom 
(V :WV)) 内 的 同 态 , 即 G 也 是 9 的 一 个 表示 (请 读者 自己 验证 ), 其 表示 
空间 为 Hom(V ,W). 


令 


У; = (Є Нот(У,М№) | /|к=АҺ.ХШ АЄ С}. (5.8) | 
= {Є Нотб(у, И) | |ж =0). (5. 9) 
ШУ FEV Y TEg 和 Y wEW, 有 
(GI Cw) =F (r) С 6) ) f (FCr)w) 
=F (1) (Ао) АСЕ Сту) 
=0. 
因此 G(z)AEV:CT,, 这 表明 V, V: RE G 的 作用 下 不 变 . 而 оу, 
一 imy: 王 1], 则 利用 (1) FE Ve 内 的 一 个 一 维 子 空 间 Е, EE С 的 作 
用 下 是 不 变 的 У =V, E.. 设 Е, 的 其 是 ,不 妨 设 h jw=id|w,h€E 
Нот (У, W) ,А BWA E, ECV ,显然 VY 二 WE. 
由 于 VY rEg:GCDhkEE:, X AEV GCDAEV AE GCE Е, 
ПУ, Ф С(х)л=0, 
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YeEE,Y xEg, 有 
“АХЕСх)е)=— СЁ(лх)АХ\е)—АСЕСт)е)) 
==—(С(д)А)Се)=0. ‚ (5.10) 
FA F(z)eEE,E ЕК ШЕШ Т ЖЛЕ. 
因此 ,对 于 任意 & 维 以 之 1) 在 F 作用 下 不 变 的 子 空间 多 ,人 恒 有 在 
FEEFEE n—k 维 子 空间 E, WE У = ФЕ. 由 这 结论 ,容易 看 
到 FF 是 完全 可 约 的 ， 
完全 类 似 地 可 以 定义 李 群 表示 的 完全 可 约 性 . 同时 ,我 们 有 下 述 
定理 - 
定理 14 әт 维 (m 之 1) 紧 致 连通 李 群 M п Ж (п222) 9 
ЗЕ Н 55 НУВ. 
证 明 05 MEI Haar 测度 ,MM Hn {КЖ ёлу К 的 表示 空 
闻 是 复 n ERZE V, AEE V 上 的 一 个 Hermitian 内 积 . 定义 


《有 了) 一 -| “(т)Ё. ЕС». (5.11). 
Жян <ё ‚> ,也 是 Y 上 的 一 个 Hermitian 内 积 , 以 及 Y yEM, 有 
<Е(у)ё,ЕСу)у>=<#,ү>. 

EFO EUn) RRA F ERER. 

下 面 证 明 下 是 完全 可 约 的 . 

ЖУ, 是 V 的 一 个 非 零 真子 空间 ,在 下 的 作用 下 不 变 . 令 У, 
(EEV| <f, 7>=0,Y 7EV1} ,由 Hermitian 内 积 的 性 质 可 知 ,V =V, 
Фу,. Y EM, HF FV, СУ, А У, = ЕО ОЕ), СР a) 
VCV , ИШ FCr У, =У,. Maj) =У,. 

XY ёЄУҮ,,0 = <V >= FV ЕС)ё> 

=V, Flr) f>. 
因而 F(xXEEVs.V, 在 FF 的 作用 下 也 是 不 变 的 ,这 就 证 明了 复 表 示 FF 
是 完全 可 约 的 . 

定理 14 告诉 我 们 ， 要 研究 紧 至 连通 李 群 的 复 表示 ,5 只 要 研究 它 的 
不 可 约 酉 表示 就 可 以 了 . 而 本 章 的 32 和 §3 对 SU(2) 和 SOC3,R) 的 
不 可 约 西 表 示 进 行 了 较 仔细 的 研究 ,其 根本 原因 就 在 这 里 . 
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